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I, Abschnitt. 



Die Flächen zweiten Grades und zweiter 
Klasse in allgemeiner Behandlung. 



§ 1. Die homogene Gleichnng zweiten Grades 

mit vier Yariaheln. 

Die Gleichung der Kngel ist sowohl in Punkt- als in 
Ebenen- (als in Linien-) koordinaten quadratisch ; die Kugel 
gehört daher zu den Flächen zweiten Grades und zweiter 
Klasse. Wir erinnern an die Erklärung in S. S. VIII § 26, 
wonach eine Fläche n. Grades, eine F*^ nach Beye, von 
jeder Graden in n Punkten geschnitten wird, also durch 
eine Gleichung n. Dimension in Punktkoordinaten darge- 
stellt wird, während eine Fläche n. Klasse, 9p" nach Reye, 
in Ebenenkoordinaten von n. Dimension ist und daher durch 
jede Gerade n Ebenen der qp" gehen. 

Die allgemeinste Form einer Gleichung zweiten Grades 
oder besser zweiter Dimension in drei Variabein ist (vgl. 
S. S. VIII S. 116 etc.). 

1) aiir2+2ai8rs + 2ai3rt + 2a3L4r + a22s2 + 2a^3St 

+ 2a,^ s + a33 1^ + 2a^^ t + a^^ = 0. 

Wir machen die Gleichung homogen durch Einführung 
einer Hilfsvariabel, indem wir setzen : r gleich s^ : s^ ; 
« gleich Sg : s^ ; t gleich Sg : s^ und die Gleichung 1) mit 

S4 multiplizieren; sie nimmt dann die bequeme Form an: 

2) ^aiicSiSk = 0, 

wo aik = aki und die Indices i und k der Beihe nach die 
Zahlen 1 bis 4 durchlaufen. Die linke Seite von 2) heifst 

Simon, Anal. Geometrie der Fl&ohen zweiten Grades. . 1 



2 I. Die Flächen zweiten Grades in allgemeiner Behandlung. 

homogene Form zweiten Grades von vier Variabeln^ 
und werde mit 6^ bezw. 6 bezeichnet. Falls die Variabein 
r, s, t Punktkoordinaten vertreten, so schreiben wir dafür 
X, y, z, wie sonst, und «eteen s^ gleich x^ etc, wird dann 
x^ gleich 1 gesetzt, so ist Xj = x, x^ = y, Xq= z. Stellen 
r, 8, t Ebenenkoordinaten dar, so schreiben wir für sie 
u, V, w, wenn es sich um Ächsenkoordinaten handelt; die 
allgemeinen Ebenenkoordinaten sind homogen und werden 
dadurch gekennzeichnet, dafs wir für s das Zeichen a setzen. 
Ist dann 9 (c^i «^a cjg) = 1, so sind die a die Koordinaten der 
Hesseschen (bezw. Göp eischen) Normalform. 

Werden durch die s Punkte bestimmt, so ist G^ = 
die allgemeine Gleichung der Flächen zweiten Grades, der 
F^ ; bestimmen uns die s Ebenen, so ist G® = die allge- 
meine Gleichung der Flächen zweiter Klasse, der 9p®; lassen 
wir die Bedeutung der s unbestimmt, so sagen wir: 6^ = 
stelle ein Gebilde zweiter Ordnung 6^ dar. Ein Wert- 
system der s ist { einem Element des Gebildes G^, sobald 
es die Gleichung 2) erfttUt, das Wertsystem 0, 0, 0, 
schliefsen wir dadurch aus. 

Aufgabe 1. Durch wie viel seiner Elemente 
ist ein Gebilde zweiter Ordnung bestimmt? 

Die Form 2) enthält zehn Konstanten, da aber die 
Valenz der Gleichung 2) durch Division mit einer Konstanten 
sich nicht ändert, und nicht alle a, ja sogar nicht einmal 
alle Koeffizienten aj^, aj^, a^, ag^, agg, agg, zugleich ver- 
sehwinden dürfen, so können wir durch einen von ihnen 
z. B. a^^ dividieren, und die Form 2) hängt also nur von 
den 9 Quotienten ab, welche linear darin eingehen. Also: 

Ein Gebilde G^ ist durch 9 seiner Elemente 
im allgemeinen bestimmt. 

Aufgabe 2. Wann ist G^ durch 9 seiner Elemente 
nicht bestimmt? 

Sind zunächst acht Elemente gegeben, so kann das 
neunte beliebig gewählt werden, und es giebt unzählig viele 
G^, welche in acht Elementen übereinstimmen. Man erhält 
dann zur Bestimmung der neun Quotienten acht lineare 
Gleichungen und kann dann acht von ihnen durch den 
neunten ausdrücken. Nehmen wir an, es wäre durch a^^ 
dividiert und bezeichnen dann sü\:b.^^ mit bik, so lassen 
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sich z. B. die acht ersten Quotienten durch den letzten b^^ 
ausdrücken. Es wird büc = Sit + S'iic . b^4, wo die S ganz 
bestimmte Funktionen der acht gegebenen Elemente oder 
Wertsysteme s, also ganz bestimmte Zahlen sind. Wir 

erhalten also: G^ (a) | G^ (bik) j 6^ (SiO + b^^ 6' (S'ik), 
oder kürzer, wenn Sik = Cik und S'ik=dik gesetzt wird: 

G^ (a) 1 6* (c) + b,, G« (d) 1 G" (c) + 1 G» (d), 



WO l oder b^^ ein Parameter ist. 

Es sind aber G« (c) = und G^Cd) = die Gleichungen 
zweier Gebilde C und D, welche die acht gegebenen 
Elemente gemeinsam haben; da die Gleichungen G*(c, s^")) 
+ A G^ (d, s(^)) = für jeden Wert des l erfüllt sind, so 
mufs G« (c, s(^)) = und G^ (d sM) = sein. G« (c, s) = 
und G* (d, s) = haben aber eine einfache unendliche 
Menge von Lösungen gemein, die wir als das Schnitt- 
gebilde von C und D bezeichnen. Für jedes Element 
des Schnitts wird aber auch G (a) = 0, also stellt G (a) = 
ein Gebilde dar, das den Schnitt von G* (c) und G^ (d) ent- 
hält bezw. durch den Schnitt beider Flächen hindurchgeht, 
also: 

Soll das Gebilde G* durch neun seiner 
Elemente bestimmt werden, so dürfen die neun 
Elemente nicht auf dem Schnitte zweier Ge- 
bilde zweiten Grades liegen. 

ZweiGebilde, zweiten Grade s, welche acht 
Elemente gemeinsam haben, haben unzählig 
viele andere, die des Schnittes gemeinsam. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir fortab das Gebilde 
zweiter Ordnung oder zweiten Grades als „Quadrik". 

Aufgabe 3. Die Quadriks, welche durch sieben ge- 
gebene Elemente gehen. 

Sind sieben von den Elementen eines Quadriks gegeben, 
so kann man die neun Quotienten durch zwei von ihnen 
ausdrücken, und erhält wie in der Aufgabe 2 

GMa) I GMb) + A G, (c) + ^ G« (d) 

l und ft sind Parameter; zu G^ (a) gehören alle Elemente, für 

welche gleichzeitig G® (b) (oder B)=0; C = 0, D = sind. 

Dies sind zunächst die sieben gegebenen, vde man am' 

einfachsten sieht, wenn man X und ^ = setzt, dann A = 0> 

1* 



4 I. Die Flächen zweiten Grades in allgemeiner Behandlung. 

dann ^ = 0; aber aufserdem haben die drei Flächen noch 
ein achtes Element gemein, das im allgemeinen von den 
sieben verschieden ist, da, wie die Algebra lehrt, drei 
Gleichungen, zweiten Grades im allgemeinen acht gemein^ 
same Lösungen besitzen. Also: 

Zwei Quadriks, welche sieben Elemente gemein- 
sam haben, haben auch noch ein achtes, durch die 
sieben ersten bestimmtes Element gemeinsam. 

Die Quadriks, welche acht Elemente gemeinsam haben, 
bilden generaliter eine Schar oder Reihe, aufser wenn 
diese acht Elemente drei Quadriks gemein sind, welche nicht 
zur selben Schar gehören. 

Es kann vorkommen, dafs die Form des einen Grund- 
quadriks einer Schar ein Produkt zweier Faktoren ersten 
Grades ist ; so dafs G (a) = G^ (c) -|- ^ H^ K^ = 0, die Schar 
darstellt, wo H^^ = 0, K^ = je nachdem eine Ebene oder 
einen Punkt bedeuten, wir beweisen als 

Aufgabe 4. Zwei Quadriks, deren Schnitt 
einem Gebilde ersten Grades angehört, besitzen 
noch einen zweiten Schnitt, der einem zweiten 
Gebilde ersten Grades angehört. 

Is* G^ (a) = G2 (b) + A Hl K, = 0, 

so gehören zu G^ (a) die Elemente, welche den Gebilden 
G\(b) = 0, Hj = gemeinsam sind, und die, welche 
G^ (b) = und K^ = gemeinsam sind. Umgekehrt ist 
klar, dafs, wenn die G(a) = und G(b) = gemeinsamen 
Elemente einem Gebilde erster Ordnung H^ = angehören 
G2 (a) — ^ G^ (b) = Hj Kj sein mufs. 

Die beiden Schnitte ersten Grades und damit die beiden 
Gebilde H^ und Kj können zusammenfallen, so dafs G*(a) 

= G* (b), -j- ^ Hl ist. Dann zählt man diesen Schnitt doppelt, 
und sagt, dafs G^ (a) und G* (b) sich in deren Schnitt H^ = 
berühren. 

Ist G* eine F®, so ist H^ = eine Ebene «, der Schnitt 
ist, wie man erkennt, wenn man eine Koordinatenebene 
parallel der Ebene € annimmt, ein Kegelschnitt, eine Kurve 
zweiten Grades C^. Ist G^ eine r/)*, so ist Hj = die 
Gleichung eines Punktes P, das Schnittgebilde Hj = 0, be- 
steht aus der Gesamtheit aller Ebenen der qp®, welche durch 
den Punkt P gehen und die cp^ berühren, sie bilden den 
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Tangentenkegel von P an die cp^. Also spaltet sieh der 
eben bewiesene Satz in die Sätze. 

ZweiF^, welche einen Kegelschnitt gemein- 
sam haben, haben noch einen zweiten Kegel- 
schnitt gemein. 

Zwei 9*, welche einen Tangentenkegel ge- 
meinsam haben, haben noch einen zweiten 
Tangentenkegel gemeinsam. 

Aufgabe 5. Es soll dieser Satz für die Kugel 
mittels der eben entwickelten Methode bewiesen werden. 

Ein Kreiskegel ist, weil er von keiner Geraden, die 
nicht ganz auf dem Kegel liegt, in mehr als zwei Funkten 
geschnitten werden kann, eine F^. Es sei die Spitze des 
Kegels der Anfangspunkt, als z- Ebene diene die Parallele 
zur Ebene des Kreises. Wir definieren den Kegel als 
Gesamtheit aller Geraden, welche die Spitze mit den Punkten 
des Grundkreises verbinden. Wir haben dann 
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X _ y _ z 



Xk yk d ' 

wo d der Abstand des Grundkreises von der Spitze. Der 
Gmndkreis ist Schnitt der Kugel K = (x — a)^ + (y — b)* 
-(- (z — c)^ — r^ = und der Ebene z = d. Somit haben 
wir für den Kegel Ke. 

2) Ke = (dx — az)2 + (dy — bz)« + (dz — cz)« 

— r^ z« = 0, 

womit auch rechnerisch bewiesen, dafs der Kegel eine F*. 
Die Formel (a -f- b) (a — b) = a^ — b^ zeigt ohne 
Rechnung, dafs jedes der vier Glieder der Differenz Ke — d *K 
den Faktor (d — z) hat, also ist 

Ke — K = (d— z) H, (x, y, z). 

Aufgabe 6. Die Rechnung für schiefwinklige Koor- 
dinaten durchzuführen. 

Der Schnitt zweier Quadriks wird von einem Gebilde 
ersten Grades H^, das nicht ganz zu ihm gehört, in vier 
Elementen geschnitten. Sind die Quadriks F^'s, so ist H^ 
eine Ebene, sind sie y^'s, so ist Hj ein Punkt. Im ersten 
Fall ist der Schnitt als kontinuierliche Folge von Punkten 
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eine Raumkurve, im andern Falle eine einfach unend- 
liche kontinuierliche Folge von Ebenen, welche eine Regel- 
fläche umhüllen; vgl. Aufgabe 11, S. S. VIII. 

Von der Raumkurve liegen nicht mehr als vier Punkte 
auf einer Ebene, von der Regelfläche gehen nicht mehr als 
vier (Tangential-) Ebenen durch einen Punkt. Zwei F^*s 
schneiden sich also generaliter in einer Raumkurve 
vierten Grades, zwei qp* in einer Regelfläche vierten 
Grades. 

Aufgabe 7. Der Schnitt eines G^ und eines 
Gebildes ersten Grades H^ ist ein Kegelschnitt. 

1) Macht man H^ zur neuen y- Ebene, so wird durch 
die Transformation der Grad von G^ nicht geändert, und 
indem man y = setzt, erhält man für das Schnittgebilde 
eine Gleichung zweiten Grades in x und z; 

2) H^ . Kl ist ein Quadrik G', man kann die Unbe- 
stimmtheit der Konstanten in Kj benutzen, so dafs G — G' 
= T (y, z) wird, T (y, z) stellt einen Cylinder dar, dessen 
Grundkurve in der x-Ebene ein Kegelschnitt, und dessen 
Kante der x- Achse parallel ist, der Schnitt desselben mit 
Hj ist zugleich der Schnitt von H^ mit 6 und kann von 
keiner Geraden aufser ihm in mehr als drei Punkten ge- 
troffen werden. 

Aufgabe 8. Der Ort der Durchschnitte der 
entsprechenden Elemente zweier gleichartigen pro- 
jektiven Ebenenbüschel oder Punktfeihen ist ein 
Quadrik. 

Vgl. S. S. Vm S. 58, Aufgabe 19. 

Aufgabe 9. Bewegt sich eine starre Gerade, so 
dafs drei ihrer Punkte auf den drei Seiten einer körper- 
lichen Ecke bleiben, so bewegt sich ein beliebiger vierter 
Punkt der Geraden auf einem Quadrik. Die gebundenen 
Punkte seien Pi, der mobile M, die starren Abstände di, die 
Richtungskoordinaten a, b, c ; dann ist xi = x -f- di a etc. 
Die Gleichung der Ebene an die Pi gebunden ist, sei 
Pj = Ui § -|~ ^i ^ + ''^i ^ — 1=0, dann haben wir 
Uidia -}- Vi dib -f- Wi diC -f- Pi = 0, folglich a, b, c, lineare 
Funktionen von x, y, z; und da zwischen a, b, c, die be- 
kannte Relation qp (a, b, c) = 1 besteht, so erhalten wir als 
Ortsgleichung von M eine Gleichung zweiten Grades. 
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Aufgabe 10. Wenn vier Punkte einer starren Geraden 
auf den Seitenflächen eines Tetraeders bleiben, so beschreibt 
ein fünfter Punkt einen Kegelschnitt. 

Wir haben diesmal die vier Gleichungen ersten Grades 

Ui di a -f- Vi di b -j- Wi di c -f- Pi = 0, aus denen sich durch 
Elimination eine Gleichung ersten Grades in den P und da- 
mit in X, y, z, d. h. also eine Ebene ergiebt. Der Punkt M 
bleibt also in einer Ebene und da er nach Aufgabe 9 
öich auch auf einem Quadrik bewegt, so beschreibt er nach 
Aufgabe 7 einen Kegelschnitt. 

Aufgabe 11. Eine Gerade bewegt sich längs zweier 
Geraden 1 und g im Räume, und so, dafs sie einer Ebene e 
beständig parallel bleibt, welche Fläche erzeugt sie? 

Die Gerade g sei y- Achse; die Ebene € sei y- Ebene, 
g hat dann die Linienkoordinaten 0, 1, 0; 0, 0, 0; 1 ist 

{ a, A; die bewegliche m sei i u, U; dann ist nach § 12 Teil 1 
y = 0, weil m die Achse g schneidet, v = weil m' auf der 
y-Ebene senkrecht steht; U = yw; W = — yu; also, weil 
V = 0, z u = X w, und weil m die Gerade g schneidet 

u(A — yc) + w(C + ya) = 0, 
also : 

I) z(C + ya) + x(A — yc) = 0. 

Die Fläche ist also ein Quadrik. Die Gleichung ver- 
einfacht sich erheblich, wenn die yz-Ebene parallel 1 und 
:x- Achse die Gerade, welche die Schnitte von 1 und g mit z 
verbindet, dann wird a = 0, A = und man erhält als 
Resultat : 

II) xyc — zx^b = 0, 

welche Gleichung ein hyperbolisches Paraboloid (s. dort) 
«darstellt. 

Aufgabe 12. Eine Gerade bewegt sich so, dafs sie 
drei Geraden im Raum, deren Richtungen Einer Ebene an- 
gehören, beständig schneidet. 

Die Geraden seien g, h, k; g werde x- Achse, die 
Ebene durch g || € sei y-Ebene, der gemeinsame Abstand von 
g und h die y- Achse und die Parallele durch den Fufs- 
punkt zu h in der y-Ebene sei die z- Achse. Dann ist 
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g { 1, 0, 0, 0, 0, 0; h ( 0, 0, 1, d, 0, 0; k { a, 0, e, A, B, C. Die 
bewegliche m sei wieder { u, U. Dann ist 
1) U = 0; 2) w + nh = 0; 3) We + nA + 7B + wC^ 
wieder za Folge § 12 Teil 1. Dieselbe Methode wie in. 
Anfgabe 11 giebt, da — cy*x -|- cy*x = 0, den Quadiik 

By*-|-xy(A — ch) + Czy — Bdy — Cdz = 0, 
der sieh wieder als hyperbolisches Paraholoid erwdsen wird. 
Anfgabe 13. Die Fläche, erzeugt von einer beweg- 
lichen Geraden, welche beständig drei sich kreuzende feste 
Geraden schneidet. 



Wir wählen die Koordinaten wie in der Torigen Anf- 
^be, die y- Ebene enthält aber diesmal den Riehtungs- 
pnnkt von E nicht Es ändert sich nnr Gleichung 3- 
der Angabe 12, welche den Zuwachs bV erhält. 

Hau erhält 
(A — ye + bz)xy-(h-y)[y(B + ex)-{-z(C — xb)] 
und da sich die Glieder dritter Dimension aufheben, ist das 
Besoltat der Quadrik: 

y»B + xyCA — dc) + yzC + dbx — dBy — dCz = 
ein Einschaliges Hyperboloid (s. d), das in das vorige 
Paraholoid ttbergeht, wenn b ^^ ist. 

Aufgabe 14. In Fig. 1 sind DC|| zur x-Achse, 
AB II zur y-Aehse; durch einen Punkt P in der z-Ebene- 
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sind Parallelebenen zur x- und zur y-Ebene gelegt, welche 
die betreflFenden Geraden in C und B schneiden. Wenn sich 
P in der z- Ebene auf einer Geraden g bewegt, welche 

Fläche erzeugt BC{m? 

Es sei gl UX + vy— 1 = 0; Pjc, b, 0; C|cOd; 



- -^L- - lzr_i also c- ^^^~^) > y(a-d) 

- _b - d-a ^^^' ""- (z-d) ' ^- z-d 

und 

ux (d — a) (z — d) -f vy (a — d) (z — a) — (z — a) (z — d) = 

die gesuchte Gleichung. Die Fläche ist also ein Quadrik 
(hyperbolisches Paraboloid). 

Aufgabe 15. Gegeben sind drei konzentrische Kugeln 
um den Ursprung; A, B, C drei entsprechende Punkte auf 
demselben Centralstrahl; Ort des Punktes P, in dem sich die 
Parallelebenen zu den Koordinatenebenen je durch A, B, C 
schneiden? 

A {xa, ya, z.; B { Xb, yb, Zb; C { x«, y«, z«; 
P I Xa, yb, Zc; I xyz; yb = ya— ; z« = Za — ; 

dl ci 

«PCXa, ya, Za) — a«j()p(^^, -|^, yj — 1 

also ein Quadrik (Ellipsoid s. d.). 

Aufgabe 16. Ort des Punktes, dessen Abstände r^ 
und rg von zwei festen Punkten F^ und F^ der Gleichung 
I ^1 ih ^2 I = I ^ I genügen. Um die Ortsgleichung möglichst 
einfach zu erhalten, bestimmen wir dies Achsensystem recht- 
winklig und symmetrisch und machen F^ Fg selbst zur 
X - Achse, M Fg = -f ^> ^^ M die Mitte von F^ F^ ist. 

Man erhält dann 

4c«(y* + z^) + 4x«(c* — 4a«) = c«(c' — 4a«) 
setzt man c« — 4a«=4b« und c = 2p, so erhalten wir 

X^ y« + Z« 

— 2~ H~ 7a — = 1, also einen Quadrik. 

Man sieht, die Schnitte parallel zur x-Ebene sind Kreise, 
deren Centren auf der x- Achse liegen. Für einen Schnitt 
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dimjh die x- Achse haben wir nach Teil 1 § 18 Auf- 
gabe 9: ^ = x, y = ^ sin i, z = C cos i, also sind alle 
Schnitte kongruent und gleich dem centralen Kegel- 

x^ t^ 
schnitt — y -|- ^ = 1. Die Fläche, heifst das, ist erzeugt 

durch Umdrehung dieses Kegelschnitts um die x- Achse, sie 
ist eine Rotationsfläche. Dafs das Zeichen + ohne Einflufs, 
haben wir schon bei der Kugelellipse Teil 1 S. 97 ge- 
sehen, doch ist zu bemerken, wenn das -|- -Zeichen gilt, so 
mufs c >^ 2 a sein, wenn das — Zeichen gilt, mufs c ^ 2 a 
sein und dann ist b^ negativ und gleich — ß^-^ im ersteren 
Falle ist der erzeugende Kegelschnitt eine Ellipse, im 
anderen eine Hyperbel; die erzeugte Fläche im ersten Falle 
ein Rotations -Ellipso'id, im zweiten Falle ein Rotations- 
Hyperboloid mit zwei Schalen (s. d.) 

Aufgabe 17. Ort der Punkte, deren Abstände von 
einer festen Ebene € und einem festen Punkt F ein konstantes 
Verhältnis haben. 

Man sieht a priori, dafs das Resultat die durch Rotation 
eines Kegelschnitts erzeugte Fläche ist, es ist nur zu zeigen, 
dafs sie vom zweiten Grade ist. 

Wählen wir das Lot von F auf die Ebene Fqp, zur 
X-Achse, F(jp gleich 2p, und den Punkt zwischen F und % 
der zum Ort gehört, zum Ursprung, so erhalten wir 

Ist c=l, so ist y^-|-z^ = 4px, die Gleichung des 
Rotationsparaboloids; die rotierende Kurve heifst Meridian- 
kurve. 

Aufgabe 17a. Welche Fläche wird durch Rotation 
einer Parabel um ihre Scheiteltangente hervorgebracht? 

Da die Fläche sowohl durch Rotation der Parabel y^ 
= 2 p ^ als y ^ = — 2 p C hervorgebracht wird, ist ihre 
Meridiankurve y* = 4p^C^, und die Fläche selbst y* = 4p^ 
(x^ + z^). 

Aufgabe 18. Gegeben eine feste Ebene «, eine feste 
Kugel M, und ein Punkt S. Man zieht durch S eine Gerade, 
welche € in R, Kugel M in P schneidet, zieht PM und RM 
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und durch S zu PM die Parallele, welche BM in Q trifft, 
Ort toh Q. 

Pig. 2. S|», 0, 0; M{0, b, Oj «{i — p = Oi 

K{p,q,ti KM{|- = f^ = Ti Ol^r. '■ 

Ist Pt« + ipi O + iq; + it, l+l, 80 Ut (vgl. 
Teil 1 S. 124) i. hestimmt durch 

<") i'(P' + (q — W' + t'-r«) 

+ 2 i (j p — b (q — b) — r") + B» + b' — r' = 0. 



Aber infolge des ParallelismuB yon P M und S Q ist 

— ^ = — = — ;- = -:-, also erhalten wir aus a) 

p q — b t' 

i"(p' — r')+p'ö" + z')— 2xp(Bp — r') + p'(s* — r*) 
oder wenn wir x ^ | + ;( BCtzep, wo /( 

fi SMp'-r-j + y + z'jp'- ''';'p?_r,^'' =0. 

Der Ort ist, je aachdem die Kagel M die Ebene 
e fichneidet, oder nicht sehneidet ein Rotations- 
Hyperboloid oder -Ellipso^d, welches konstant 



^ P(Bp-O i 
p* — r« 
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bleibt, wenn das Kugeleentrum sich auf MO be- 
wegt; man vgl. S. S. VIÜ S. 229 den Satz ttber die 
Boscovich-Ellipse. 

Aufgabe 19. Von einem Punkte A aufserhalb einer 
Kugel zieht man den Durchmesser ABC und durch A eine 
beliebige Sekante ADE. Man verbindet C mit einem der 
Schnittpunkte z. B. mit D und macht CDF gleich AE, sa 
ist der Ort der Punkte F eine Fl 

Es ergiebt sich wie S. S. VIÜ S. 228 Aufgabe 7 das 

Rotations. ElUpsoid j^^^ + ^^=^' 

Aufgabe 20. Ein Punkt bewegt sich so, dafs seine 
Entfernung von einem festen Punkt mittlere Proportionale 
zu seinen Abständen von zwei festen Ebenen ist. 

Der Quadrik: q) (x — a, . . .) = («^ x -f- /S?^ y -|- y^ z — 1) 

(«2 X + • • 

Aufgabe 21. Es sind drei 
Punkte A, B, C gegeben; ein PunktP 
bewegt sich so, dafs P A® -f" ^ ^^ 
= P B^ ist. 

9P(x, A) + (jp (x, C) = (p (x, B). 
Man wähle die vierte Ecke des 
aus ABC bestimmten Parallelo- 
grams, welche B gegenüberliegt, 
als 0. 

Aufgabe 22. Ein Kreis be- 
wegt sich so, dafs seine Ebene 
ihre Stellung nicht ändert, der 
Mittelpunkt auf eioer Geraden 
bleibt und die Differenz der 
Quadrate der Radien proportional 
ist der Differenz der Quadrate der 
Abstände der beweglichen Ebene von der Anfangslage. 

Fig. 3. ^^ _ y ^^g ^^2 ^ 2;2 3^ ^2 _ y2 ß2^ 

wo y der Abstand, q der Radius des Anfangskreises. Wenn 
Q gleich 0, so wird die Fläche zum Kegel, da wenn x, y, z 
eine Lösung auch Ax, Ay, Xz eine Lösung. Was wird aus 
der Fläche, wenn c = 0? 

Aufgabe 23. Ein Kreis bewegt sich wie in Aufgabe 22, 
der Radius ist dem Weg des Centrums proportional. 




Fig. 8. 
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Aufgabe 24. Durch die Endpunkte des Durchmessers 
eines Kreises sind Ebenen parallel zu zwei festen Ebenen 
gelegt, Ort der Durchschnittsgeraden? 

Ist Pj ax-j-/^y + yz = die eine, P' j a'x etc. die 
andere Ebene, ist r der Radius des Kreises, q> der Winkel 
des Durchmessers mit einer Anfangslage, das Koordinaten- 
system rechtwinklig, so ist 

arcos9)-|-/9rsin(jp = ax-t-/?yH-yz = P; 

a! r cos 9) -j- /?' r sin 9 = — P' 

also ist der gesuchte Ort der Quadrik: 

r« {aß'—ßa'Y = (P^ + F/l/)^ -f- (P«' -f. F a)l 

Aufgabe 25. Ort der Punkte, deren Abstände von 
zwei festen Geraden ein festes Verhältnis haben. 

Wir haben für den Abstand des Punktes von der 
Geraden vgl. Aufgabe 12 § 12 Teil 1 

g) (u, V, w) = d^ = F (Sr, S8, S) 

wo F eine homogene Funktion zweiten Grades, 3t, 95, ß 
linear in den Koordinaten des Punktes, also ist der Ort ein 

Quadrik 

F (31) = KF (31J. 

Ist das Koordinatensystem passend gewählt, d. h. recht- 
winklig und möglichst symmetrisch und sind die Geraden 
auf einander senkrecht, so erhält man, wenn K = 1 ist. 

x2 — z^ + 2dy = 

ein Hyperbolisches Paraboloid (s. dort). 

Aufgabe 26. Eine Ebene bewegt sich so, dafs sie 
zwei feste Richtungen unter Winkebi schneidet, die sich zu 
einem Rechten ergänzen. 

Nach § 13 Teil 1 haben wir, wenn die bewegliche Ebene 

I u, V, w, und die Richtungen } a bezw. a' 

(ua-j- vb -f- wc)^-j"(^^'4" vi*' -j- w c')^ = F (u, v, w) 
also eine q)^ (eine uneigentliche, s. d.). 

Aufgabe 27. Ein Punkt bewegt sich so, dafs er von 
einer festen Geraden und einer festen Ebene Abstände hat, 
die ein konstantes Verhältnis haben. 

Die Ebene €\ax~{- ßj -{-yz — n=0, die Gerade a, A. 
Die Ortsgleichung F(3lS5e)=rK(ax ^/?y + ;/z — n)^ 
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Schneidet g die Ebene in 0, wird die Projektion von 
g zur y- Achse gewählt, die Ebene zur x- Ebene und das 
System rechtwinklig, so ist a = sin i, b = cos i, c = 0, 
A = B = C = 0, und somit, wenn K = 1 : 

z^ — sinM (x^ — y 2 + 2 X y cos i) = 0. 
Dreht man das Koordinatensystem in der z- Ebene um 

90 ^, so erhält man z^ -f" 2 sin i ^ i; = als Gleichung 

eines hyperbolischen Parabolo'ids. 

Aufgabe 27a. Wie 27, und g parallel «. 

Aufgabe 28. Ort der Punkte, deren Abstände von 
einer festen Geraden g und einen festen Punkt P propor- 
tional sind 

F(sr,», e) = K9)(x— xp). 

Ist K = 1, das Koordinatensystem rechtwinklig, g die 
y- Achse, das von P gefällte Lot die x- Achse, so ist a = 0, 
b = l, c = 0, A = B = C = 0, Xp = d, yp = 0, Zp=0 
und man erhält, da 31 = A' — A etc. 

z2 -t- x^ = K ((x — d)2 + y2 + z^). 

Ist K = 1, so ergiebt sich, wie a priori klar, der 
parabolische gerade Cylinder 

y2 = 2dx — d^ 

Aufgabe 29. Eine Ebene bewegt sich so, dafs die 
Summen der Quadrate ihrer Abstände von festen Punkten, 
respektive mit beliebigen Konstanten m^^ bis m» multipliziert^ 
unverändert bleibt. 

Smv (uxk + V yk + w Zt)2= c F (u, v, w). 

Aufgabe 30. Ein Punkt bewegt sich so, dafs die 
Summe der Quadrate seiner Abstände von n festen Ebenen, 
respektive mit beliebigen Konstanten multipliziert, unver- 
ändert bleibt. 



§ 2. Polare und Determinante der Form G. 

Es sei die Gleichung des Gebildes G gegeben in der Form 

G = -Saik Si Sk = a^^^ Si + Sa^^ s^ Sg 
+ 2ai8 Si Sg + 2s^^ Si s^ + • • ^ 0, 
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d. h. also aik = aki; ein Wertsystem der s fllr welches die 
Form G den Inhalt annimmt, heifse wieder ein Element 
des Gebildes, jedes Wertsystem der s heifse ein Element 
des Gebiets G, es werde kurz mit s bezeichnet, und soll 
es hervorgehoben werden, so setzen wir G (s) statt G. 

Wir haben schon wiederholt gezeigt, dafs für jede 
quadratische, homogene Form beliebig vieler Variabein der 
Satz gilt. 

2a) G (s + s') = G(s) + 2 IJsj' Gi' (sj) + G (s') 
wo 

3) Gi' (s) = ai = an Si + ^2 S2 + ^\s »s + ^u 84 

2Gi'(8) bezw. 2ai heifst die Ableitung von G(s) nach Si. 
Da G' (Si) eine homogene Form ersten Grades, so ist 

Gi' (s' + s" + s'" + ...) = Gi (s') + Gi (s") + Gi (s'") + . . . 

und daraus wieder 

G (s' + s" + s'" + ...) = G (s') + G (s") + G (s'") + . . . 

+ 2i;si' (Ji" + 2i:si' (Ji'" + . . . . 
21; Si" ar + 2i:si" Si^^ + . . . 2 IJsi'" aP + . . . 

eine Formel von der wir z. B. § 12 Aufgabe 12 S. S. VIII 
Gebrauch gemacht haben. Die Form ISi Gi' (s) = Isi oi, 
sowie jede ihr äquivalente heifst die Polarform des Pol- 
(element)s s' für die Form G. Sieht man darin s' als 
gegeben, s als variabel an, so ist -Tsi' Gi' (s) := ein 
Gebilde erster Ordnung und heifst die Polare des 
Pols s' für das Grundgebilde G = 0. 

Da G (s -f- s') = G (s' -f- s) ist, so ist 

4) i;si'(7i = i;si(yi' = P(ss') 

d. h. I Si' Gi ändert sich nicht, wenn man s' und s vertauscht,^ 
d. h. wir haben den Hauptsatz 

Gehört das Element s zur Polare des Pols s', so 
gehört das Element s' zur Polare des Pols s. 

Aufgabe 1. Die Polare des Nullpunkts, wenn die 
s Punkte bedeuten. Die Ebene 

a^ = a^i Sj + ^42 ^2 + »43 Sj5 r-f- a^^ s^ = Ua^i Si = 0. 

Aufgabe 2. Die Polare der unendlich fernen Ebene, 
wenn die s Ebenen bedeuten. 

j-'er Je unfiLv a^ «^ i a^^ | »42 * 44 j 43 * 44* 
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Aufgabe 3. Liegen Pol and Polare in einander, 
«0 gehört der Pol zum Gebilde G und umgekehrt. 
Es ist 

5j i:s'ia'i = G(8'). 

Bestimmen die Variabein Punkte, so ist die Polare 
eine Ebene, ist das Polelement s' eine Ebene, so ist die 
Polare ein Punkt, in beiden Fällen sind die Koordinat^i 
Oiy also 

Pol und Polare sind stets you entgegenge- 
setzter (reziproker) Beschaffenheit. 

An diesem Dualismus ist das Prinzip der DuaUtät you 
Poncelet gefunden und man kann diese Beziehung benutzen 
um jedem Punkt eine Ebene, bezw. jeder Ebene einen 
Punkt zuzuordnen, durch das System der Yier homogenen 
linearen Gleichungen. 

6) »11 »1 + »12 »2 + »18 Ss + »14 h = ^l 

»21 ®1 I »2« ®2 T »28 ^8 I »24 ^4 = ^2 
»81 ®1 1 »82 ^2 "T »88 ®8 "T »84 ®4 =" ^8 
»41 ®1 "1 »42 ^2 "T" »48 ^8 "T" »44 ®4 "^^ ^4 

wo aik = a^i ist. 

Dies System gestattet im allgemeinen die s umgekehrt 
durch die a auszudrücken und man erhält. 

7) Si A = U a,k Ck, 

wo A die Determinante 1 s^^si^i »ss »44 I ^^^ "i^ ^^^ 
Koeffizient von aiv in A ist, die erste Unterdeterminante vgl. 
Pund (S. S. VI). Nur wenn A = ist, ist die ümkehrung 
der Beziehung zwischen den s und o nicht gestattet, dies 
kann nur eintreten, wenn die 4 a nicht von einander unab- 
* hängig sind, sondern durch drei von ihnen die vierte Gröfse 
bestimmt ist, die Gleichungen 6) also unvereinbar sind, sobald 
dem vierten a ein von diesem bestimmten abweichender Wert 
vorgeschrieben ist. Aus der Gleichung 7) sehen wir, dafs 
wenn A = und drei von den a gleich sind, die 4. Zahl 
a von selbst werden mufs, d. h. A = ist eine Gleichung 
zwischen den Koeffizienten aik, welche aussagt, dafs wenn 
drei der Gi'(s) verschwinden, auch die vierte verschwindet. 
Wenn A=0 ist, so heifst die Form G und das Ge- 
bilde G uneigentlich. 
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Ist die Grundform 6 eigentlich, so gehört zu jeder Form 
'9)(s) eine Wechselform F{a) und umgekehrt, und ebenso 
zu jedem Gebilde q>{a) = ein Wechselgebilde F(s) = 0, 
dadurch, dafs die Variabein s und g vertauscht werden. 

Ein Beispiel boten die Funktionen q) und F der früheren 
Abschnitte. Die Wechselgebilde cp und F sind im allgemeinen 
verschieden, aber von gleicher Ordnung, nur in verschiedenen 
Raumelementen; sind sie identisch, so liegen Pol und Polare 
in einander, also: 

Das Gebilde G ist sein eignes Wechselgebilde F. 

Ist a die Polare zum Pol s in Bezug auf G, so 
ist s die Polare zum Pol a in Bezug auf r, 

Aufgabe 4. Zu G die Wechselform zu bilden. 
Da G = 2" Sj (Ti, so ergiebt sich nach Unterdrückung 
<ies konstanten Faktors A"^: 

k 

Aufgabe 5. Die Wechselform einer Wechsel- 
form ist die Urform. 

Die Wechselform entsteht durch Yertauschung der Pole 
mit ihren Polaren in Bezug auf G; die Polare der Polaren 
ist aber wieder der Pol. 

Aufgabe 6. Den letzten Satz durch Rechnung ohne 
Determinantentheorie zu beweisen. 

Zunächst beweisen wir, dafs der gemeinsame Nenner 
A eine Konstante, weil die a für keinen endlichen Wert 
der s unendlich werden können, und für jeden unendlich 
grofsen Wert eines s die er entweder unendlich oder un- 
bestimmt werden. Durch Rücksubstitution der a in s ergiebt 
sich dann die Definition der oik, denn weil Si identisch 
gleich Si sein mufs, so erhalten wir 

8) A = -T «ip aip ; == U «ip akp, 

p p 

wo p der Reihe nach die Zahlen 1 bis 4 durchläuft. Aus 
der ersten Gleichung 8) folgt sofort, dafs, wenn ein a z. B. 
<f^ identisch ist (dadurch dafs z. B. a^, bis a^^ verschwinden) 
dann A ebenfalls identisch ist. 

Haben wir nun die Wechselform von G gebildet, so ist 

sie nach Abwerfung von -j- gleich -Taik c^i o^ und daraus 

Simon, Anal. Geometrie der Fl&ehen zweiten Grades. 2 
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und wenn wir für a^ ihre Werte in s sehen, bezw. die Gleiehung^ 

7) benutzen, d = Si' A, also & { s. 

Aufgabe 7. Die Formeln 8 dadurch zu beweisen, dafs 
man den o die besonderen Werte 1 etc. giebt. 

Aufgabe 8. Zu beweisen: Die Wechselform F einer 
uneigentlichen Form G ist eine uneigentliche Form. 

Bestimmt man die a aus dem System 7) und nennt 
dieselbe Verbindung der a, welche wir «it nannten, ßiyy 
und die Determinante | ^n • • • ^^44 | dann B, so ist 

(jiB = Ai;sk/?ik, 

also /!?ik = Aaiic und daraus B ==i;ofik/!?ik = AA. Ist also 
A = 0, so ist B = und der Satz bewiesen. 

Aufgabe 9. Die Wechselform einer eigentlichen 
Form G ist wieder eine eigentliche Form r. 

Da G die Wechselform von F ist, so müfste, falls F un- 
eigentlich ist, auch G uneigentlich sein. 

Hieraus folgt, dafs A nur werden kann, wenn A = (> 
ist, und damit, dafs X eine Potenz von A, und wie die 
Abzahlung ergiebt, die zweite Potenz. Wir haben 

9) B = A»; Aic = A^aik 

wie aus der Determiaantentheorie (Pund, S. S. VI) bekannt 
ist. Wir haben den Satz: 

Die eigentlichen Flächen zweiter Klasse sind 
zugleich eigentliche Flächen zweiter Ordnung und 
umgekehrt. 

Aufgabe 10. Eine Fläche, deren Gleichung 
eine der Variabein nicht enthält, ist stets un- 
eigentlich. 

Folgt aus der ersten Gleichung 8). 

Aufgabe 11. Die Determinante A verschwindet, 
wenn zwei der a identisch sind, d. h. also 

aip==akp, wo p von 1 bis 4 geht. 
Folgt aus der zweiten Gleichung 8). 
Aufgabe IIa. Untersuche die Form x^-j-^^J" 
+ 4xz + 4y2 + 8yz + 4z2 + 2x — 4y — 4z — r^ 
CyKnder x^-f 4xt + 4t2 + 2x — 4t — r2 = 0. 
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Aufgabe 12. Untersuche die Form: 

(x-3r + (y-5)^+(z-7r + 2(x-3)(y-5) 
-6(x — 3)(z-7) + 2(y-5)(z-7). 

Man verschiebt das Koordinatensystem parallel nach 

dem Punkt S{3, 5, 7, und wendet dann, nach dem man 
die vierte Variabel eingeführt, Aufgabe 10 an. 

Aufgabe 13, Untersuche die Fläche, welche entsteht, 
wenn man alle Funkte eines festen Kegelschnitts mit einem 
festen Punkt verbindet. 

Aufgabe 14. Untersuche die Form X^ x^ + ^2 7^"!" K ^^ 
— 1 und bilde die Wechselform 

A = Aj A^ ^3, also das Gebilde G eigentlich, und die 
Wechselform 

r= cJi Aj A3 -f- ^2 ^i Ag -|- 03 A^ ^2 — 04 X^ Ag Ag 

Aufgabe 15. Bilde die Gröfse A bei beliebiger Form. 

Nach Formel 8) handelt es sich nur um die Berechnung 
von «ik. Wenn man nun drei der Gröfsen s durch die a 
und die 4. ausdrückt, z. B. s^, so findet man z. B. dafs a^^ 
nichts anderes ist, als die Gröfse, die wir in S. S. VIII A 
nannten, d. h. die Determinante die man erhält, wenn man 
die beiden Reihen, welche sich in a^^ schneiden, wegläfst. 
Um nun «ik zu berechnen, bringt man durch i — 1 Tausche 
von Horizontalreihen und k — 1 Tausche von Vertikalreihen 
aik an Stelle von a^^, und sieht, dafs «ik = ( — 1)* + ^ . Aik 
ist, wo Aik die Determinante ist, die man erhält, wenn man 
die beiden Reihen wegläfst, welche sich in aik schneiden. 
Die Berechnung von «ik wird dann durch analoge Betrachtung 
auf das Eliminationsresultat von zwei homogenen Gleichungen, 
zurückgeführt, so ist z. B. 
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Aufgabe 16. Setzt man in die Form G(8) für s^ ein 

®ii *i "f" • • ®4i K ^^^*y ^^ ^™^^ ^1® Determinante A' von 6(t) 
gleich A.C^, wo C die Substitutionsdeterminante die- 
selbe Funktion der Cik wie A von den aiv. 

Man wendet den Satz S. S. VIII § 27 an. Ist aik 
= Uik + Viif, so ist A==ü-|-V wo U erhalten wird, wenn 
man in dem System der erzeugenden Gleichung die v gleich 
setzt, und V, wenn man die U gleich setzt, der Satz 
ist eine unmittelbare Folge von Formel 8. Also: 

Eine uneigentliche Form bleibt bei jeder 
Eoordinatentransformation uneigentlich, eine 
eigentliche eigentlich. 

Aufgabe 17. Die Form: 

s? + 4 Sj Sa + 6 s^ Sg + 8 Sj s^ + 5 si + 12 s^ Sg + 14 &^ s^ 

+ 16 Sg s^ + 129 S4. 

Das Koordinatensystem sei A = ^ = v = 60, die S seien 
Punktkoordinaten; man transformiere dadurch, dafs die 
y- Achse in der Halbierungsebene von (x, z) gedreht wird, 
bis sie senkrecht steht. 



§ 3. Das Tangential -Element, 
Einteilung der Flächen. 

Es seien s' und s" zwei Elemente des Gebiets G, dann 
nennt man den Inbegriff aller Werte, welche die Form 
s' -f- i s" annimmt, die Gerade s' s". Der Parameter l läuft 
von — 00 bis "4- 00 und man setzt fest, dafs zu A = + 00 , 
der Wert s=:s" gehöre. Setzen wir in G(s) also für Si 
ein Si' + l Si", so giebt 2 a) 

9) G (s) = G (s') + 2 ;LP (s' s") + il^ G (s") = 0. 

Dies ist für X eine quadratische Gleichung, also: 

Ein Gebilde zweiten Grades hat mit einer 
Geraden aufser ihm nicht mehr als zwei Elemente 
gemeinsam. 

Eine F^ wird von einer geraden Linie, die 
nicht ganz auf der Fläche liegt, in nicht mehr als 
zwei Punkten geschnitten. 

Hieraus folgt direkt: 
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Eine F^ wird von einer Ebene in einem Kegel- 
schnitt geschnitten. 

Eine g?^ wird von einem Pnnkt in einem (Tan- 
genten-) Kegel zweiten Grades geschnitten. 

Gehört das Element s' znm Gebilde G, d. h. ist G(s') 
= 0, so ist eine Wnrzel von 9), welche (vgl. S. S. VIII 
S. 121) das Fundament der Lehre von den Flächen zweiter 
Ordnung und Klasse ist, gleich Null, ist aber gleichzeitig 
P (s', g") = 0, d. h. liegt s" auf der Polaren von s', also 
auch s' auf der Polaren von s", so wird auch die zweite 
Wurzel l gleich 0, d. h. der zweite Schnittpunkt der Geraden 
S' S'' (kurz g), fällt mit S' zusammen. Diese Gerade heifst 

dann Tangente des Gebildes G in S' { s'. Also : 

Die Polare eines Elements s' des Gebildes 
G ist der Ort aller Tangenten an G in S'. 

Als solcher heifst sie: Tangentiale. 

Die Tangentiale läfst noch eine zweite Auffassung zu. 
Wenn X unter jedem Mafs klein, so verschwindet l^ gegen 
A, und, wenn s" endlich, ist auch As" unter jedem Mafs 
klein, und X^ G (s") verschwindet gegen h Ist nun s' ein 
Element des Gebildes G und s' -|- Is" ein benachbartes, 
also X unter jedem Mafs klein, und G (s' -|- A s") = 0, so 
giebt 9) P (s', As") == 0, und wenn man As" beliebig variabel 
setzt, also A s" = si, so ist P (s' s) = 0, die Gleichung der 
Polaren, der also alle dem Punkte s' benachbarte Elemente 
genügen. 

Wir können auch aus der Gleichung G (s) = l" Si Oi 
direkt zu diesem Resultate kommen; da hieraus unmittelbar 
folgt, dafs a\ die Koordinaten des Gebildes sind, dem die 
benachbarten Elemente von s' genügen. 

Wir haben die Sätze: 

Alle Tangenten in einem Punkt S' { s' 
einer (eigentlichen) Fläche F^ liegen auf einer 
Ebene, der Tangentialebene von F^ in S', 
welche zugleich die Polare (Ebene) des 
Punktes S' ist. 

Alle Tangenten in einer Ebene S' einer 
(eigentlichen) Fläche (p^ gehen durch einen 
Punkt, den Berührungspunkt, welcher zugleich 
Polare (Punkt) von S' ist. 
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Es kannaber vorkommeD, dafs einElement 
S' keine bestimmte Polare besitzt; dies tritt ein, 
wenn P (s' s) identisch verschwindet^ d. h. alle G' {&{) gleich 
Null sind. Da dann nach 3) nach 6 (s') = ist, so gehört 
ein solches Element immer zum Gebilde G, und ist durch 
vier homogene lineare Gleichungen bestimmt. Da das 
Element s' ein bestimmtes, und daher das Wertsystem 
0, 0, 0, 0, für s ausgeschlossen ist, so zieht das Verschwinden 
aller a die Bedingung A = nach sich da SiA = 2'aip a^ 
ist. Es mufs also diese Gleichung A = von den 
Koeffizienten aik erfüllt sein, und es giebt, da dann im 
allgemeinem die Quotienten der s bestimmte Werte sind, wie 
allgemein nur ein solches Element s, das wir Doppel- 
element nennen. Es ist also dadurch gekennzeichnet, 
dafs es keine bestimmte Tangentiale besitzt. 

Wenn S' auf G = liegt, und S" auf der Polaren 
P (s' s") = von S' und zugleich auf dem Gebilde G, so 
verschwindet die Gleichung 9 identisch, d. h. jederPunkt 
von s'-j-^s" liegt auf G. Da für ein Doppel- 
element P(s's") für jeden Wert des s" verschwindet, so 
liegt jede Gerade, die das Doppelelement s' mit einem 
Punkt s" des Gebildes verbindet, ganz in dem Gebilde, und 
jede Gerade die S' mit einem Element des Gebietes auf ser- 
halb G verbindet, hat mit G nur S' gemeinsam. Also: 

Eine F^ mit Einem Doppelpunkt ist eine 
ßegelfläche, deren sämtliche Gerade durch 
den Doppelpunkt hindurch gehen. 

Aufgabe 1. Zu beweisen: Geht eine Gerade einer 
solchen F^ nicht durch den Doppelpunkt, so zerfällt die F^ 
in zwei Ebenen, bezw. eine Doppelebene. 

Jede Gerade, die einen Punkt der fremden Geraden mit 
dem Doppelpunkt verbindet, liegt ganz in der F^, also die 
ganze Ebene etc. 

Aufgabe 2. Mit und ohne Bechnung zu zeigen, dafs 
im Falle der Aufgabe 1 jeder Punkt der Schnittgeraden 
ein Doppelpunkt ist. 

G(s){2E,(s)E2(s); cri^E, (s) .a,i + E, (s) a,i 

wenn E^ (s) = a^ s^^ -|- . . . a^ s^ ist. Oder : Für jeden Punkt 
S' der Schnittgeraden ist P(s's) = für jedes s beider 
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Ebenen, und diese Gleichung stellte also zwei Ebenen dar, 
wenn sie nicht identisch verschwände. 

Aufgabe 3. Ist die F® eine Doppelebene, bezw. die 
^® ein Doppelpunkt, so ist jedes Element ein Doppelelement. 

G(8){E,(srj ai = E,(8)ai. 

Aufgabe 4. Besitzt ein Gebilde G zwei verschiedene 
Doppelpunkte, so besitzt es entweder eine Doppelgerade, 
oder jedes Element ist ein Doppelelement. 

Eine F^ mit Einem Doppelpunkt heifst Kegel zweiten 
Grades, der Doppelpunkt heifst Spitze des Kegels. 

Eine y^ mit Einer Doppelebene ist eine Kegelfläche, 
deren sämtliche Geraden auf der Doppelebene liegen; die 
sämtlichen Berührungspunkte liegen also auch auf der Doppel- 
ebene und bestimmen einen Kegelschnitt. Der Kegel- 
schnitt entspricht also dual dem Kegel. 

Aufgabe 5. Alle Tangentialebenen des Kegels 
gehen durch die Spitze; desgl. alle Polarebenen. 

Aufgabe 6. Jede Ebene durch die Spitze eines Kegels 
schneidet den Kegel in einem reellen oder imaginären Kegel- 
schnitt mit einem Doppelpunkt, d. h. in zwei Geraden. 

Ein Kegel, dessen Spitze im Unendlichen liegt, heifst 
Cylinder. Die uneigentlichen F^ sind: Kegel, Cylinder, 
System Zweier Ebenen, Doppelebene. 

Die uneigentlichen q>^ sind: Doppelebene (Kegel- 
schnitt); unendlich ferne Ebene; System von zwei Punkten; 
Doppelpunkt. 

Da die eigentlichen F^ zugleich eigentliche qp^ und v . v, 
so braucht man nur die eigentlichen F^ einzuteilen. Analog 
der ebenen Geometrie ist das Einteilungsprinzip das Ver- 
halten der Flächen zu der unendlich fernen Ebene. Die F^ 
können die Ebene s^ = schneiden oder berühren, im 
ersteren Falle heifsen sie centrale F^, im zweiten Fall 
Parabolo'ide. Der Schnitt kann reell oder imaginär sein; 
dies giebt die Einteilung der centralen F^ in Hyperboloide 
und Ellipsoide; die Berührung kann in zwei reellen oder 
imaginären Geraden stattfinden, hyperbolisches Para- 
boloid odej elliptisches. 

Die Schnittkurve der Hyperboloide kann Ellipsen- 
oder Hyperbelcharakter tragen, elliptisches oder zwei- 
manteliges (zweischaliges) Hyperboloid; hyperbo- 
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lisches oder einmanteliges (einschaliges) Hyperboloide 
Genaueres späteren Betrachtongen vorbehaltend, ist die 
Hanptentscheidnng sofort zu treffen. Damit die unendlich 
ferne Ebene s^ = Tangente an die F^ sei, ist nötig, dafa 
der Gleichung der F® in Ebenenkoordinaten r= i^aikCJiak 
die Ebene mit den Koordinaten a^, a^, a^ alle gleich ge^ 
nttge, dazu mufs a^^ = sein. 

1) A :^ 0, a^^ ^ 0: Centrale F« (EUipsoide und Hyper-^ 
boloide). 

2) A^O, a^^ = 0: Paraboloide. 

Aufgabe 7. Zeige, dafs das Kriterium a^^ = bezw.. 
^ vom Koordinatensystem unabhängig (vgl. S. S. VIII). 

Aufgabe 8. Bestimme die Gattung der Flächen und 
die etwaigen Doppelpunkte von 

X« — 2y2 + 3z = 0; x^ — y2 + 2z2 = l; 

6x2 + 3y«-fz^-2 = 6; x^ + y"" — 2z = 0; 

x^ + y*+z^ — 2xy + 4xz + 6yz — 12x — 18y — 36 z; 

+ 99 = 0; 
3x2 + 2yx + 4xz — 5y2 — 12yz — 7z« + 3x + 5y 

+ 7z = 0; 
x« — 6xy + 10xz-f 9y^ — 30yz + 25z2 — 14x 

+ 42y — 70z + 49 = 0j 
x^ + 2 y2 -f 2,25 z« — 2 xy + 3 y z + 7,2 = 0. 

Aufgabe 9. Mache die Gleichungen in Aufgabe & 
homogen und sieh die Koordinaten als Ebenenkoordinatea 
an und bestimme die Gattung dieser Flächen. 

Aufgabe 10. Wenn die vierte Koordinate durch die 
drei anderen homogen und linear bestimmt^ ist, hat die 
Fläche ein Doppelelement. 

Um das Verhalten der Fläche F^ im Unendlichen ge-^ 
nauer zu untersuchen, bemerkt man, dafs, wenn s^ = 0, G(s) 
sich reduziert auf K(s) = l'aikSiSk, wo i und k von 1 
bis 3 laufen, da S|, s,, s^ den Koordinaten x, y, z proportional 
sind, so kann man K (s) = als die Gleichung des Kegels 
-TaikSiSk ansehen und diesen Kegel, der den Asymp töten- 
der Kegelschnitte entspricht (vgl. S. S. Vin § 31), dea 
Asymptotenkegel der Fläche F* nennen. Die unendlich 
ferne Kurve ist dann der Schnitt des Asymptotenkegels mit 
der Ebene s^ = 0. Unser K (s) ist dann mit dem 6 (s) deir 
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S. S. Vin identisch, wir können es als Gleichung eines 
Kegelschnitts auffassen, er zerfällt, wenn a^^==0 und die 
Zerfällung ist in S. S. VEI § 28 S. 123 durchgeführt. Man 
überzeugt sich später, dafs die Bedingungen der Realität 
oder Nichtrealität der Faktoren sich umformen lassen in 
A>>0 für das hyperbolische, A<<0 für das elliptische 
Paraboloid. 
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Wenn s' und s zwei beliebige Elemente, so nannten 
wir die Gesamtheit s' -|- A s die Verbindungsgerade. Die 
Gröfse X ist, wenn wir s^' und s^ gleich 1 setzen und die 
s Punkte bedeuten, das Teilungsverhältnis der Strecke S' S. 
Wenn die S Ebenen darstellen, ist X, von einem konstanten 
Faktor abgesehen, das Teilungsverhältnis des Winkels. Zwei 
Elemente auf S' S, die zu X und A' gehören, sind har- 
monisch, wenn X-^l' = ist. 

Für die Schnittelemente von S' S mit deren Gebilde G 

galt die Gleichung 9), sie ergiebt für X: 

» 

10) X = --^ (P(s,s') ± y P^ss') - G(s) G(s')). 

Die Gröfse unter der Wurzel ist selbst eine quadratische 
Form K in Bezug auf s; die Gleichung K = 0, das Ge- 
bilde K, liefert die Gesamtheit aller von S' an G gezogenen 
Tangenten. Das Element s' gehört selbst zu K, da P(s'8') 
= G(s') ist, und ist ein Doppelelement, da K'(si) 
= P(ss')G'(Si') — G'(Si)G(s') für s = s' identisch ver- 
schwindet. Für die Berührungselemente selbst ist G = 0, 
also ist für sie, da K = und G = ist, auch P (s s' = 0). 
Wir haben die Sätze: 

Die Tangenten von einem Punkt an eine F^ 
bilden einen Kegel zweiten Grades, den Tangenten- 
kegel, der die F^ längs eines Kegelschnitts berührt. 

Die Tangenten in einer Ebene an eine y^ bilden 
diese Ebene, welche die 90^ in einem Kegelschnitt 
berührt 

Die Berührungspunkte des Tangentenkegels 
liegen auf der Polaren der Spitze. 
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Die Berührungsebenen eines Kegelschnitts der 
q>^ sehneiden sich im Pol(aren Punkt) der Ebene des 
Schnittes. 

Die Gleichung 10) zeigt, dafs, wenn s auf der Polaren 
von s' (also auch s' auf der Polaren von s), die beiden 
Werte der l entgegengesetzt sind. Also: 

Pol und Polare werden durch die Fläehe G har- 
moniseh getrennt. 

Die Polare heifst daher auch harmonische Polare. 

Ist s irgend ein Element auf S' S", a seine Polare, so ist 

g = s' -f i s" ; (Ti = Gi' (s) = Gi' (sO + X Gi' (s") = aj' + i ai", 

d. h.: 

Bewegt sich ein Pol auf einer Geraden, so be- 
wegt sich seine Polare ebenfalls auf einer Geraden. 
Diese Geraden heifsen reziproke Polaren. 

Aufgabe 1. Vier harmonischen Polen ent- 
sprechen wieder vier harmonische Polaren, die 
Trägergeraden beider Systeme sind reziproke 
Polaren. 

Zur Vereinfachung können wir jetzt festsetzen, dafs die 
Variabein s Punkte und die Variabein a Ebenen bestimmen. 
Die Formen G(s) und r(a) stellen ein und dieselbe Fläche 
dar, abwechselnd aufgefafst als Inbegriff ihrer Punkte oder 
berührenden Ebenen und wenn G eigentlich ist, so ist es 
auch r und v. v. Jeder eigentlichen Fläche zweiten Grades 
kommen also auch die Eigenschaften der eigentlichen Flächen 
zweiter Klasse zu und man fafst beide zusammen als Flächen, 
deren Gleichung quadratisch ist, als Quadriks. Wir können 
daher die Sätze, die wir vereint bewiesen, getrennt aus- 
sprechen, z. B.: 

Bewegt sich ein Punkt als Pol auf einer Ebene, 
so dreht sich seine Polare um einen Punkt, den Pol 
jener Ebene, und umgekehrt. 

Bewegt sich der Pol auf einer Geraden g, so 
dreht sich seine Polare um eine Gerade y und um- 
gekehrt. 

Die Geraden g und y heifsen reziproke Polaren. 

Aufgabe 2. Bewegt sich der Pol auf y, so dreht 
sich die Polare um g. 

Sind s' und s" wieder die Punkte auf g, deren Polaren 
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c und a" sich in y schnitten, und ist A ein Punkt auf y, 
so geht seine Polare durch s' und durch s", also durch g. 

Aufgabe 3. Der Schnittpunkt S zweier rezi- 
proken Polaren g und y ist ein Punkt des Quadriks. 

Wenn g und y sich in S schneiden, so liegen Pol und 
Polare fttr S ineinander, also gehört S zur Fläche. 

Es sind durch die Polarität gegenseitig zugeordnet 
(konjugiert): Punkt und Ebene, Gerade und Gerade. 

Aufgabe 4. Schneiden sich zwei reziproke 
Polaren, so sind sie Tangenten an F^ im Schnitt- 
punkt, und ihre Verbindungsebene gehört zur 90*, 
d. h.: ist die Tangentialebene an F^ in S. 

Weil S auf dem Gebilde liegt, so ist seine Polare zu- 
gleich die Tangentialebene, und weil S auf g, so geht diese 
Polare durch y und weil S auf y, so geht sie durch g. 

Aufgabe 5. Eine Punktreihe und sein polares 
Ebenenbttschel sind projektiv. 

Aufgabe 6. Schneiden sieh die Geraden g in einem 
Punkt S, so liegen die Polaren y in einer Ebene. 

Aufgabe 7. Bilden die Geraden g ein Strahlenbttschel, 
so bilden die reziproken wieder ein Strahlenbüschel. 

Es liegen alle y in der Polaren von S, der Schnittpunkt 
zweier y ist der Pol der Ebene der g. 

Aufgabe 8. Die beiden Strahlenbüschel sind projektiv. 

Denkt man sich im Schnittpunkt S das Lot 1 auf der 
Ebene der g, so liegen die Pole der Ebene durch 1 und gv 
auf yk imd bilden eine dem Büschel projektive Punktreihe. 

Aufgabe 9. Wenn g (durch zwei Punkte) ge- 
geben ist, die Gleichung von y in Punktkoordinaten 
aufzustellen. 

Da die gewöhnlichen Achsenkoordinaten der Ebene 

gleich sind, so haben wir gemäfs § 12 S. S. IX Teil 1 

S. 71, da wir in o^ und o^ zwei Ebenen von y kennen, 

X — x^ _ y — Ji _ z — z^ 

{< <\ ~ K <\ ~ K <\ ' 

wo der Punkt 1 z. B. der Punkt B des § 12 S. S. IX Teil 1 
ist, also 
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Aufgabe 10. Die Sätze sub Aufgaben 6, 7, 8 durch 
Rechnung zu erweisen. 

[Der Parameter X bleibt beim Wechsel von s auf er 
unverändert.] 

Man kann auch jedem Punkt auf einer beliebigen Ge- 
raden y den Punkt zuordnen, in welchem g von der Polaren 
des Punktes geschnitten wird, und ebenso jeder Ebene 
durch g die Ebene des Büschels zuordnen, welche durch 
den Pol geht. Als Träger dieser Zuordnungen wird die 
Gerade zum Raumelement und man gelangt so von einer 
andern Seite her zur Liniengeometrie (vgl. Abschnitt III, 
S. S. IX Teil 1), welche von Plticker und Kummer be- 
gründet, durch Reye und Sturm ausgebaut ist. 

Aufgabe 11. Zwei konjugierte Punkte, desgL 
zwei konjugierte Ebenen werden durch ihren Quadrik 
harmonisch getrennt. 

Der Satz sagt aus: Nimmt man auf einer Sehne Aß 
einen beliebigen Punkt P und konjugiert zu P den Punkt Q 
der Punktreihe A B, welcher auf der Polarebene von P liegt, 
so werden P und Q durch die Endpunkte der Sehne har- 
monisch getrennt. 

Legt man durch die Schnittgerade zweier Tangential- 
ebenen eine beliebige Ebene «, und konjugiert zu 6 die 
Ebene i? des Büschels durch den Pol von c, so werden 6 
und r\ durch die Tangentialebenen harmonisch getrennt. 
Grund: Wenn A und B durch C und D getrennt werden, 
so werden C und D durch A und B harmonisch getrennt. 

Der Satz sub Aufgabe 11 kann auch so ausgesprochen 
werden: Der Quadrik liefert auf jeder Geraden die Haupt- 
punkte einer Involution für die Punktreihe und ebenso die 
Hauptebenen der Involution für das Büschel. 

Aufgabe 12. Durch eine Gerade g an die F^ die 
Tangentialebenen zu legen. 

Man konstruiere zu zwei Punkten auf g die Polaren, 
ihr Schnitt ist y; y schneidet die F^ in A und B, so sind 
die Ebenen durch g und A sowie durch g und B die ver- 
langten. 

Aufgabe 13. Die Bedingung dafür, dafs sich durch g 
reelle Tangentenebenen legen lassen, aufzustellen. 

y mufs die F^ schneiden. 
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Aufgabe 14. Wenn sich eine Sehne Aik Bik um einen 

festen Punkt P|s' dreht, den Ort der Punkte s' zu be- 
stimmen, fttr welche das Doppelverhältnis (AnfBikS'S) 
konstant ist und gleich c. 

Ist c = — 1, so ist dieser Ort die Polare von S', all- 
gemein ist X der Bruch Ai : ^2? wo Ai und X^ die Wurzeln 

2 P 
der Gleichung 9) sind. Wir haben Ai-j-A2 = — p. ', 

-^1 ^2 = i^r X > also das Resultat 

(c + Xf G (s) G(s') = 4 c P2 (s' s). 

Der Ort ist also ein Quadrik, der, wenn c = — 1, in 
die (doppelte) Polarebene ausartet. Die Gleichung ist erfüllt, 
wenn P (s s') = und G (s) = 0, d. h. alle diese Flächen 
schneiden F^ in der Bertthrungskurve des Tangentenkegels 
von P an die F^ und wenn P auf F®, so ist der Ort für 
jeden Wert des c die Tangentialebene in P. Was wird 
aus dem Ort, wenn P ein Doppelpunkt des F^? Was, wenn 
c = -f 1? 

Aufgabe 15. Den Tangentenkegel darzustellen, wenn 
seine Spitze zum Anfangspunkt gewählt wird. 

Da X == f + x', so haben wir zu setzen -J- = -i- -] — ^- 
^ s, r, ^s/' 

also Si = riS^'-)-Si'r4; woi = l, 2, 3; s^ = Os^' -|- s^'r^- 
Es istP(ss')=s/P(rs')+r^P(s's')=s^'P(rs')+r^G(s') 

G(s) = s1 G(r) + 2 r4S4' P (r s') + x\ G(s'), 
also 

K(s) { P2 (r s') — G (r) G (s') = = Ilri rk (^i ak — aik G (s')). 

Hier ist der Punkt r | ri r2 rg 0, d. h. es ist der durch 
die ßichtungsfaktoren ri r2 rg bestimmte Punkt im Unendlichen. 

Aus der Gleichung k(s) = i;rirk(ai ak — aikG) ist die 
vierte Koordinate verschwunden. 

Der Kegel ist reell, sobald er von Einer Ebene in 
einem reellen Kegelschnitt geschnitten wird, z. B. von einer 
Parallelen zur Ebene rg = 0, d. h. zur z- Ebene, und ist 
imaginär, sobald es der Schnitt ist. Die Bedingung findet man 
S. S. Vm S. 199 u. f , es mufs «33 > und (Ai -j- 1^ : A, 
d. i. (an -|- a22 — 2 ai2 cos w) : A > sein. 
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Aufgabe 16. Gegeben eine Sehne AB und auf ihr 
ein Punkt P, es soll das Rechteck aus den Abschnitten der 
Sehne berechnet werden. 

P( s'; die Sehne habe die ßichtungsfaktoren a^, a^, a^, 

X X- 

so geben -^ = ß etc., wenn ß entweder P A oder P B 

a 

bezeichnet si s^' = Si' s^ -f- ßai s^ s^', wo i von 1 bis 3 geht, 

und S4 8^' = S4 s^' -j- ß s^ 84', also 

-?l5^ = = G(s') + s,'ßP(s,t) + 8lß«G(t), 

WO t ) a^L, ag, ag, 0, d. h. der in der Bichtung der Sehne 
unendlich ferne Punkt, also 

11) R^R,^4(g:L^^(^'>y''M). 

' ^ s'4G(t) G(t) 

Nennen wir (S. S. VH! S. 130) G (s') bezw. G (x', y', z', 1) 

die Potenz des Ouadriks G im Punkte P|s' und G(t) 
= G(a, b, c, 0) die (ßichtungs)potenz der Sehne, so 
haben wir den Potenzsatz: 

Das ßechteck aus den Abschnitten aller durch 
einen festen Punkt gehenden Sehnen ist gleich 
der Potenz des Punktes, dividiert durch die Potenz 
der Sehne. 

Aufgabe 17. Satz von Newton: Das Verhältnis 
aus den ßechtecken der Abschnitte zweier sich im 
selben Punkt schneidenden Sehnen bleibt unver- 
ändert, wenn beide Sehnen parallel in parallelen 
Ebenen verschoben werden. 

Aufgabe 18. Ort der Punkte, deren Potenzen in 
Bezug auf zwei gegebene Quadriks ein festes Verhältnis l 
haben 

Gl (s) — i Ga (s) = 

also ein Quadrik, der durch den Schnitt von G^^ und G^ geht. 

Aufgabe 19. Auf jedem Quadrik einer Schar haben 
die Potenzen für zwei feste Flächen der Schar ein festes 
Verhältnis. 

Aufgabe 20. Die Quadrate der Tangenten vom 
selben Punkt verhalten sich wie die zugehörigen ßichtungs- 
potenzen. 
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Damit die Tangente reell ist, mttssen G(s') nnd 6(t) 
vom gleichen Zeichen sein. Wir haben am Beispiel der 
Funktion 90 (a, b, c) gesehen, dafs es quadratische Formen 
giebt, die ihr Zeichen nicht wechseln; ist die homogene 
quadratische Form dreier Variabein G(t) von dieser Art, 
die man definite nennt, so hängt die Realität der Tan- 
genten nur vom Zeichen des G (s') ab. 

Aufgabe 21. Wenn die Polare von P{s' das Ge- 
bilde G nicht schneidet, ist K(s) definit. 

Aufgabe 22. Ein autopolares Tetraeder zu kon- 
struieren. 

Die Ecke 1 ist willkürlich. Ecke 2 auf eine Fläche 
gebannt, die Ecke 3 auf eine Linie, 
die 4. der Pol fttr die Ebene der 
3 ersten. 

Aufgabe 23. Das Stück 
jeder dritten Tangente zwischen 
zwei festen Tangenten eines Tan- 
gentenkegels wird vom Berührungs- 
punkte und der Polare der Spitze 
harmonisch geteilt 

Fig. 4. Da P der Pol von 
S B, so sind A' B' C P harmonisch, 
also S(ABCP) vier harmonische 
Strahlen und ABCP vier har- 
monische Punkte. Alle Strahlen 
durch den Berührungspunkt einer 
Tangentenebene werden zwischen 
einem festen Tangentenkegel und 
der Polare seiner Spitze harmonisch geteilt. 

Aufgabe 24. Wenn eine Gerade einen Tangenten- 
kegel beschreibt, so umhüllt ihre reziproke Polare die Be- 
rührungskurve 

cf. Aufgabe 6 und Aufgabe 4. 

Aufgabe 25. Die Tangentialebenen in den 
Ecken eines einer F^ eingeschriebenen Tetraeders 
schneiden die Gegenseiten in vier Graden, welche 
auf einer Fläche zweiten Grades liegen. 

Die vier Punkte seien A^ Aj Ag A^ ; die Ebene A^ A3 A^ 
habe die Form x^ z=zSy^^ si etc., dann lassen sich, da die 
vier Ebenen sich nicht in Einem Punkt schneiden, also die 




Fig. 4. 
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Determinante der y nicht versehwindet, die s durch die x 
ebenfalls in homogenen linearen Gleichungen ausdrücken, 
und durch diese Substitution geht 6(8) ttber inH(x), wo H 
ebenfalls eine quadratische homogene Form wie G ist, die 
wir also auch G (x) nennen können. Da G (x) verschwinden 
mufs, so bald je drei der x verschwinden, müssen in G (x) 
die quadratischen Glieder fehlen d. h. aü = sein und die 
Gleichung der Tangentialebene im Punkt Ai ist: 

ti = aiiXi -[-^12X2 + ^13X3 -j-aiiX^, 
wo aii = 0, also die Variabel xi fehlt. Es ist nun: 

At,t3 + (bx,+ct,)(dx3+et3) = 

eine F*, auf der die Schnittlinien von t^ und x^, sowie t^ 
und Xg liegen; desgleichen 

A't,t, + (b'x, + c't,)(d'x, + e'tj = 

eine F^, auf der die Schnittlinien von t^ und x^ und die 
von t^ und x^ liegen. Die Eonstanten lassen sich nun so 
bestimmen, dafs die beiden Flächen identisch werden. 
Man iSndet 

FM P *! ^8 + (^1 a^g (J + a^g ag^ tj (a,3 dx« + a^^ a^, t«) 

{ P ^2 *4 + (^ »84 ^ + »41 a^3 tjj) (a^^ (Jx^ + a^g a^^ tj, 
wo 

= ^12 a3^-|-ai4a28 »IS »24 ^* P=^»24 »18 " »14 »12 »84 »82 ' 

Aufgabe 26, In jedem Tangentialtetraeder (d, i. der 
F^ umgeschriebenen), liegen die Ecktransversalen nach den 
gegenüberliegenden Berührungspunkten auf einer Fläche 
zweiten Grades. 

Duale (polare) Satz (zum vorigen). 

Aufgabe 27. Sind x^ = bis x^ = die Gleichungen 
der Seitenebenen eines autopolaren Tetraeders, so läfst sich 
G(s) auf die Form bringen: 

i;akXk2 = o. 

Die Variabein xi sind Gröfsen, die den Abständen des 
durch sie bestimmten Punktes von den betreffenden Ebenen 
(die als Koordinatenebenen von Tetraederkoordinaten dienen) 
proportional sind. Die Ecke D z. B ist x^^ = 0, x^ = 0, 
X3 = 0, x^ = c, ihre Polarebene ist x^ = 0. Denken vdr 
uns die allgemeine Form i^an xiXk, so erhalten wir durch 
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ivörtliche Wiederholung unserer früheren Rechnung für die 
Polaren die Koordinaten ai(x). Die Ecke D ergiebt also 
^ij ^2i> ^4? gleich Null, da die Polare von C die Ebene 
iCg = ist, so müssen auch a^j und a^g verschwinden, und 
die Ecke B liefert a^ ^ = 0. 

Aufgabe 28. Die Gleichung der F^ in Linien- 
koordinaten. 

Die Gerade sei ai, Ai wo i die Werte 1, 2, 3, durch- 
läuft; wir bestimmen sie durch den Punkt s', wo Si' = Ag, 
Sg' =0, Sg = — Aj, %/ = a^ und haben für den beliebigen 
Punkt s dann Si = Si -[- ai s^' A, wo a^ = ist. Als Be- 
dingung dafür, dafs die Gerade Tangente an die F* sei, 
haben wir dann (Gleichung 9) 

a) PMs',a) = G(8')G(t), 

wo t wieder den in der Richtung der Geraden unendlich 
fernen Punkt bezeichnet. Die Gleichung a hätten wir auch 
sofort ansetzen können, da sie nur aussagt, dafs die Gerade 
auf einem Tangentenkegel der F* liegt. (Aufgabe 15.) 

Diese Bedingung a scheint nun vom 4. Grade zu 
sein und ihre Auswertung sehr mühselig, aber wenn man 
sich erinnert, dafs P (s' s'') sich nicht ändert, wenn man s' 
und s" vertauscht, dafs also S^i ai=^ S^iOi v&% so hat mau 
wenn Oi (s') = Pi gesetzt wird, und Oi (t) = «i, 

(Ag Pi — Aj Pg + a^ P J (a^ a^ + a^ «a + a^ «3 ) 

— (% Pi + »2 P« + ^8 Pg) (^8 «1 — Ai «8 + a^ a J = 0. 

Benutzt man nach der Multiplikation die Gleichung 
i^aiAi = 0, so tritt der Faktorb heraus, und man erhält 

A.(-Pi«8+P8«i) + A8(Pi«,-P«a,) + A,(P,a3-P3a,) 

+ a,(P,a,-P,aJ + a8(P,a3-P8«J+%(P4«i-Pi«J. 
In Folge der Symmetrie hat man nur zwei beliebige 
untereinanderstehende Glieder z. B. A3 und a^ auszurechnen 
und erhält, wenn die Koeffizienten der aik in der Deter- 
minante A in S. S. Vin, also | a^^ ag^ a^g |, mit yik berechnet 
werden, das Resultat: 

12) Uyik Ai Alt + ^(aik a^^ — ai4 ak4)aiaic 

-|-2UAiUap(ap,i_ia4,i+i — ap,i+i ai-1,4) = 

dabei ist i — 1 für i=l als 3 und i+1 für i=3 als 4 
anzusehen. Also: 

Simon, AnaL Oeometrie der Flftohen sweiten Grades. 3 
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Die Gleichung der F- ist aaeh in Linienkoor- 
dinaten vom zweiten Grade, 

oder 

jede F^ setzt einen Linienkomplex zweiten 
Grades, wie wir dies für die Kngel nachgewiesen. 

Auf jedem Fuikt liegt ein Strahlenkegel zweiten Grades 
und auf jeder Ebene umhüllen die Strahlen einen Kegelschnitt. 

Aufgabe 29. Durch eine in ihren Koordinaten ge- 
gebene Gerade ai, Ai die Tangentialebenen an die F^ zu 
legen bezw. auf jeder Geraden die Schnittpnnkte mit der 
F^ zn bestimmen. 

Die Aufgabe ist die duale za der snb Angabe 28 za- 
nächst erledigten, die Schnittpnnkte der Geraden mit der F^ 
durch die Koordinaten auszudrücken. Wir hatten als aus- 
gezeichneten Punkt den unendlich fernen gewählt, ihm ent- 
spricht die Ebene Og mit den Koordinaten A^ A^ A3 0; 
dem zweiten Punkte, in dem die Gerade die y-Ebene schneidet, 
entspricht die Ebene durch g, welche der y- Achse parallel 
ist; sie hat die Koordinaten — e, 0, a, B, jede andere Ebene 
ist die (f ~{-l a", und wir finden die passenden Werte des l, 
indem wir von der Gleichung G(s) zur Gleichung r{a) über- 
gehen. Stellen wir die Bedingung auf, dafs die Ebene 
durch g die Fläche berühre, also zur qp* gehöre, so ergeben 
dieselben Gleichungen dasselbe Resultat mit Vertauschung 
von yi}^ mit gii^ und ai^ mit Oi^, und man hat dann zugleich in 
12) die Gleichung der (p^ in Linien- (Strahlen-) Koordinaten. 

Aufgabe 30. Drei Ecken eines Tetraeders bewegen 
sich je auf einer festen Ebene, und ihre Ebene geht durch 
einen festen Punkt. Die drei in den vier Ecken zusammen- 
treffenden Kanten gehen je durch einen festen Punkt, Ort 
dieser Ecke. 

Vgl. S. S. VDI § 29 Aufgabe 29. Die gebundenen 
Ecken seien ABC, die vierte sei P ; die drei festen Punkte 
der Kanten seien A^ B^ C^, die festen Ebenen seien «i und 
die Ebene ABC sei v und gehe durch den festen Punkt S. 
Die Gerade AP hat die Strahlenkoordinaten aj A^. Die 
Schnittgerade von e^ und v schneidet A P. Sind die Ebenen 
S Aj Bj etc. die Koordinatenebenen z etc., so ist die Gleichung 

von v: Aj X + Ag y -|- A3 z = 0, d. h. v { A^, A^, Ag ; die Koor- 
dinaten von € seien uvw; dann hat ihre Schnittgerade die 
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Koordinaten v^ ig — w^ Xg ; u^ — X^ und P A j a = x — p, 
b = y , c = z, Aj = Ü, B^ ^ zp, C^ = — yp. Die Be- 
dingung, dafs die beiden Geraden sich schneiden (Teil 1 
§ 12 Aufgabe 3) giebt: 

^1 (Wi z p + Vi y p — X + p) + Aj (— u^ y p — y ) 
+ ^8(— Wizp — z) = 0. 

Die entsprechende ftlr PB und PC erhalten wir in 
gleicher Weise; und somit ergiebt sich als Ort des Punktes 
eine Fläche dritten Grades. 
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Aufgabe 1. Die Polarebene eines in der Richtung 
a, b, c unendlich fernen Punktes. 

aa, + b a^ + c o-g = xaja, b, c, 0) + y a^ (a) + zag (a) 
= 0. Also (S. S.Vm § 30): 

Die Polarebenen aller unendlich fernen Pole 
gehen durch den Punkt ^^ = 0, a^ = 0, ag = 0. 

In diesem Punkt M wird jede durch ihn gehende Sehne, 
da sie durch M und den unendlich fernen Pol harmonisch 
geteilt wird, halbiert, Punkt M heifst daher das Gentrum 
oder der Mittelpunkt. Jede durch ihn gehende Ebene 
Diametral- (Durchmesser-) Ebene, jede durch ihn gehende 
Gerade Durchmesser (Diameter). 

Die Gleichungen a^ = 0, a^ = 0, ^g = ergeben 

M { «14, «94? «84? «44 { ^^i' 

Die Flächen a^^:=0, die Paraboloide, haben 
also ihr Centrum im Unendlichen in der Richtung 

«14J «84? «84* 

Aufgabe 2. Den Pol einer Diametralebene zu bestimmen. 
Geometrisch ist klar, dafs der Pol im Unendlichen liegt. 

Die Diametralebene sei s^ u -|- s^ v + ^8 ^ + ®4 * = ^? ^^ °^i ^ 

-|- m^ t = 0. Der Pol wird bestimmt durch i u = a^ (x') ; 

kY = a^, iw = ag, Xt = a^ und ergiebt für s^' den Wert 

-r (^ «14 + V «24 + w ag4 + t a^^) d. h. s^' = und x' : y' : z' 

= (u «11 + Vöia + w «lg + 1 «1 J : Sg (r(u, V, w, t)) : Sg (r(u,v, w, t)), 
Ist A = 0, so wird der Pol unbestimmt. 

3* 
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Aufgabe 3. Den Ort der Mitten aller der Richtung 
a, b, c parallelen Sehnen zu beBtimmen. Die Diametralebene 
des Pols a^ b, c^ sie ist dem Durchmesser und dieser ihr 
konjugiert (zugeordnet). 

Aufgabe 4. Die charakteristische Eigenschaft des 
Punktes M durch Rechnung zu bestimmen. 

Es war G (s + s') = G(s) + 2P (s,s') + G(8')^ 

Sei die Verbindungsgerade SS' bestimmt durch S und 
die Richtungsfaktoren a, b, c, so haben wir für s' zu setzen: 
s^' = r a, Sj' = r b, Sg' = r c, s^' = r 0, s' ^ r s", und 

G (s + s') = G (s) + 2rP (s, s") + r^G (s") = 

enthält die Bedingung dafür, dafs ein Punkt der Geraden, 
welche in der Richtung s'' durch s geht, die Fläche schneidet. 
Soll nun s in der Mitte der beiden Schnittpunkte liegen, so 
müssen die beiden Werte von r, welches der Entfernung 
vom Punkt S proportional ist, entgegengesetzt gleich werden 
und die Bedingung dafür ist: 

13) P(s,s") = aai4-baa-f ca8 = 0. 

Dies ist aber die Gleichung der Polarebene des in der 
Richtung a, b, c unendlich fernen Punktes. Damit ist also 
der Satz in Aufgabe 3 durch Rechnung bewiesen. Der Ort 
der Mitten aller der Richtung a, b, c parallelen 
Sehnen ist die Polarebene des zugehörigen un- 
endlich fernen Punktes. 

Umgekehrt wird jede Sehne, die in dieser Richtung 
durch einen Punkt A dieser Ebene gezogen wird, in A 
halbiert. 

Für den Punkt M { a^ = 0, ex« = 0, (Xg = ist aber 
die Gleichung 13 identisch erfüllt, also wird in M jede Sehne 
halbiert. 

Aufgabe 5. Die Gleichung einer Sehne. 

Sind s' und s" zwei Punkte einer Geraden, .welche auf 
der Fläche F^ liegen (bezw. sind es zwei Ebenen einer 
Geraden, welche die Fläche <y)^ berühren), so gilt ftlr jeden 

Punkt s { s'-f-^s" ihrer Verbindungs- (Schnitt-) Geraden, 
und nur für diesen, die Gleichung 

P (S, S') + P (S, 8") = P (S', S") (1 + l). 

Diese Gleichung ist nur der rechnerische Ausdruck des 
Satzes in Aufgabe 3 und 4, umgekehrt ist jener Satz darin 
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bewiesen, da P (u, v) + P (^j w) = P (u, v + w) ist. Ist M. 
die Mitte der Sehne j m { x' -|- x", . . 2, so ist: 

14) P (s, m) = P (s' s") (1 + X). 

Die Sehne liegt also in einer Ebene, welche der Polar- 
ebene ihrer Mitte parallel ist. Alle Sehnen, welche die- 
selbe Mitte haben, liegen also in einer Ebene, welche 
der Polaren dieses festen Punktes parallel ist. 

Aufgabe 6. Ort der Mitten aller Sehnen, welche durch 
einen festen Punkt P gehen? 

Da P (m, m) = G (m) = 2 P (s', s") ist, und S { x, y, z, 
1 -f- ^j wo X = x' -|- Ax", so ist G (m) = P (s, m) wenn 



m 



f x' -J- x" 

\—^ • • { ?j ^, ?, 1 ^d s { X, y, z, 1, 



also X (aj, I + a^a 1? + a^g C + a^J + . . . = ?^a,, + 

4-a^^, also: 

Der Ort der Mitten aller Sehnen, welche durch 
einen festen Punkt P gehen, ist ein dem gegebenen 
ähnlicher Quadrik, auf dem P liegt. 

Da P (s, m) die Polarform von G (s), so liegt der 
Berührungskegelschnitt des von P an G gelegten 
Kegels auf diesem Quadrik. 

Wird s als Ebene, G (s) als q>^ gedeutet, so haben wir 
den dualen Satz: 

Die Halbierungsebene des Winkels zweier Tan- 
gentialen, deren Schnittg^rade auf einer festen 
Ebene liegt, umhüllt eine ähnliche qf\ 

Aufgabe 7. Durch einen Punkt M einen ebenen 
Schnitt zu legen, von dem M die Mitte ist. 

Aufgabe 7a. Die Gleichung der Tangentialebene aus 
14) abzuleiten. 

Aufgabe 8. Bewegt sich eine Sehne, so dafs die 
Potenz ihrer Mitte konstant bleibt, so umhüllt sie den homo- 
thetischen Quadrik, den die Mitte beschreibt. 

Aufgabe 9. Die Polarebene des Centrums? 

s^ a^ (m) = 0, und da o; (m) nur ist, wenn A = 0, 
in welchem Falle das Centrum auf jeder Polarebene liegt, 
so ist s^ ^0, d. L: 

Die Polarebene des Centrums ist die unendlich 
ferne Ebene. 
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Aufgabe 10. Die Beziehung zwischen den Polar- 
ebenen der Pnnkte eines und desselben Durchmessers. 

Ist a auf dem Durchmesser t { a, b, c, (0), so ist Xp { Xm 
+ ra; Si,p = si.m + ras4; S4.p = S4,m-f-r0s4, also P(s,Sp) 
= P(s, Sni) + rß4P(s, t); P (s, Sm) = s^ o; (m), also P(s, Sp) 
= 84 (a^ (m) -|- r P (s, t)), d. h.: 

Die Polarebenen aller Punkte auf demselben 
Durchmesser sind der konjugierten Ebene parallel. 

Aufgabe 11. Wann steht ein Durchmesser auf seiner 
konjugierten Ebene senkrecht? 

Es mufs der Durchmesser der Normalen auf die Ebene 
parallel sein, dies giebt für rechtwinklige Koordinaten die Be- 
dingungen a : b : c = (T^ (t) : (Tg (t) : a^ (t) bezw. das Gleichungs- 
system 

(»11 — i) a + ai2 b + a^g c = 0, 
(a^g a + (a^a — A) b + a^g c = etc.). 

Das System giebt für a, b, c bestimmte Quotienten, wenn 
die Determinante der drei homogenen linearen Gleichungen 
verschwindet. Dies giebt für X eine Gleichung dritten 
Grades, also es giebt generaliter drei Durchmesser 
einer F®, welche auf ihrer konjugierten Ebene senk- 
recht stehen, sie heifsen die Hauptachsen. 

Aufgabe 12. Für die Paraboloide ist eine der 
Werte, da Ä = 0. 

Die betreffende Gleichung dritten Grades in X wird: 

15) A8_i2(a^^+a^^-|.a^3)+i(aj^ + a^3 + a33) — a = 

wo «11 etc. sich auf die Form K (s) = a^, Si -j- . . . agg 83 be- 
ziehen, also dieselbe Bedeutung haben wie in A. G. d. Eb. 
und a = A dieser Schrift, also gleich a^^, d. h. a ist die 
Determinante der Form K (s) = G (s^ s^ Sg 0). 

Die Gleichung 15) heifst die Hauptachsengleichung. 

Aufgabe 13. Die Hauptachsen stehen aufeinander senk- 
recht Die Rechnung siehe § 8. 

Da die Hauptachsen in M aufeinander senkrecht 
stehen, so ist die Ebene zweier Hauptachsen die 
Polarebene zur dritten. 

Aufgabe 14. Die Potenz des Gentrums. 

G (s,o) = Si ^^1 + Sa o^ + Bg (Tg 4- s^ a^ = s^a^= a^^ A 

6 (?,i?,?, 1) = A:«^^. 
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Aufgabe 15. Die Länge des Halbmessers der Richtung 

t { a, b, c, 0, wo a, b, e die Ricbtungskoordinaten, also 
cp (a, b, c) = 1. 

Da Rj und R^ der Gleichung 1) § 4 entgegengesetzt 
gleich sind, so ist 

16) R« = ~p^,,, . 

«44 6 (t) 

Aufgabe 15a. Die Länge eines Haupthalbmessers. 
Für rechtwinklige Koordinaten ist 6 (t) = a a^ (a) -f- . . . 

= A (a« + b^ + c^ = A, also 

17) R« = ^— ^. 

«44^ 

Die Summe der Quadrate der drei Haupthalbmesser ist 
(vgl. S. S. Vm § 30 S. 142) 

— A (Ai^a+-0 _ — A(«^i + «2a+88) 

«44 '^l ^% H «44 

Aufgabe 16. Die drei Hauptachsen bilden mit der 
unendlich fernen Ebene ein autopolares Tetraeder; die 
Gleichung der F^ bezogen auf dies Tetraeder aufzustellen. 

Gemäfs § 4 haben wir, da hier x^ = Si, ii^ = ^^^ 

^ ^^^ ^8> -^^4 ^^ ®4> 

a'ii 8? + a'«9 S2 + a'gs sl + a'^^ s? = 
und /^ = — — etc., «44 ^i x^ -{- ^^^ wenn wir den 

^44 Ri 

konstanten Faktor a^^ : A unterdrücken ^1 x^ -j- ^ y^ + Ag z^ 
-f- A : «44 = bezw. 

y2 V^ 7^ 

wenn die Längen mit a, b, c bezeichnet sind. Hierbei ist es 
willkürlich, welche der l wir der x-Achse etc. zuweisen. 
Die gesperrten Formen heifsen die Haupt formen der 
centralen F^, sie enthalten, abgesehen von der Eonstante 
A:«^^, nur die Wurzeln der Hauptachsengleichung. 
Die drei Hauptachsen bilden ein System konjugierter 
Durchmesser (und zwar das einzige von rechten Winkeln), 
solcher Systeme läfst sich eine 00 ^ fache Menge bilden. Der 
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erste Durchmesser ist völlig beliebig, der zweite an die 
konjugierte Ebene gebannt, der dritte der zur Ebene der 
ersten beiden konjugierte. Mit der unendlich fernen Ebene 
bildet jedes Tripel ein autopolares Tetraeder. 

Bezogen auf ein Tripel als Achsen ist daher die 

Gleichung der centralen F* : a s? -|- /? sl -j- y 83 -f- ^ 84 = 0, 
wo a:d = ^^ = -^G{i) = -^^, also 

Y® V^ V^ 

ai bi Ci 

Aufgabe 17. Das Parallelepiped aus drei kon- 
jugierten Halbmessern bezw. das um die centrale F^ 
in den Endpunkten konjugierter Durchmesser um- 
geschriebene Parallelepiped ist konstant. 

Sei der unendlich ferne Punkt des ersten Durchmessers 

t^ { a^; der des zweiten t, { a,, des dritten t^ { ag. Nennen 
wir die Koefißzienten von a^, bk, Ck in der Determinante dieser 
Gröfsen a^, /J^, yk, so ist 

^'a.i = L« «9 ; ^2,3 = La /?,; a^,^ = L^ y^ 

hieraus G (t») = Lg (ag «g + bg /Jg + Cg yg) = Lg sin E, wo 
sin E den Eckensinus der von den drei Geraden gebildeten 
körperlichen Ecke (vgl. S. S. IX Teil 1 S. 50) bezeichnet. 

Ebenso ist G (t^) = L^ sin «, G (tj) = L^ sin €. 

Es ergiebt sich sofort ganz direkt 

Li Lj , V 

^8 = ^1 ^2 Cg b^ = i l'^ia ^88 "^IS '^22) 

«44 

Li L^ •17 

= — - — — (Tgi sm E 



«44 



«44 



also 

20) LiL,Lg = -^g^; L,L,LgSinE = a,, = A,A,A^ 

und (vgl. An. G. d. Eb. S. 142 F. 13) 



21) G (tg) = -^ G (t,) G (t,). 

«44 
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Durch die Formel ist der Satz bewiesen; da das 
Volumen des Parallelepipeds gleich a^ b^ c^ sin E ist, also 

V2 = — A»:«^ 

Aufgabe 18. Die Summe der reziproken Quadrate je 
dreier aufeinander senkrechter Halbmesser ist konstant. 

» 

Wenn man die drei Koordinatenachsen als senkrecht 
Toraussetzt, ist der Satz eine unmittelbare Folge der 
Koordinatentransformationsformeln. 

Aufgabe 19. Die Summe der Quadrate dreier kon- 
jugierter Halbmesser ist konstant. 

Verifizieren läfst sich der Satz sofort dadurch, dafs, 
wenn man die drei Halbachsen zu Koordinatenachsen wählt, 

^ ^^^ ^8 ^^^ ^8? L^ = bg = agg, Lj = a^j und a^^ -f" ^aa " " ^8s 
bei der Transformation von dem rechtwinkligen Hauptachsen- 
system auf das des konjugierten Tripel ungeändert bleibt. 
Aufgabe 20. Sind t^ und t^ zwei beliebige Durch- 
messer in der Polarebene von tg, so ist: 



L 



G (t8) = ^(ß (tj G (t,) - P^t,, t^)), 



«44 



WO P (tj, tg) die Polarform, also a^ a^^ -\- \ a^^ -f" ^i ^i 



28* 



"44 
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Es seien g und y zwei reziproke Polaren, welche sich 
in S schneiden, dann sind es nach § 4 die Tangenten in 
S an die F^, und (gy) ist die Tangentialebene an die F^ in S. 
Zieht man darin eine Gerade, welche nicht durch S geht, 
so wird sie g in A und y in a schneiden, sowie die Fläche 
F^ in B und C. Die Linien BS und CS sind dann 
Tangenten, und da sie in S schon zwei zusammenfallende 
Punkte mit der F^ gemein haben, so haben sie alle Punkte 
mit der Fläche gemeinsam, d. h.: 

Wenn die Tangente und die Fläche aufser dem 
Berührungspunkt noch einen Punkt gemeinsam 
haben, so liegt die Tangente ganz auf der Fläche. 

Aufgabe 1. Diesen Satz durch Rechnung zu beweisen. 
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In der Gleichung 9) versehwinden alle Glieder identisefa, 
wenn gleichzeitig G (s') = 0, G(8") = md P (g', s") = 0. 

Die Tangenten SB und SC liegen also ganz auf der 
Iläche. 

Aufgabe 2. Durch Rechnung zu zeigen, dafs die 
Gerade SB Tangente an die F^ in jedem ihrer Punkte ist. 

Ist S j Si und B I Bi, so ist ein beliebiger Punkt P von 

SBJSi + ABi; die Gleichung der Polarebene ist P(Si,Si 
+ A Bi) = 0, und es ist P (Sj, Si + A BO = P (Si Si) + A P (Si, Bi) 
= und ebenso P (Bi, Si + A Bi) = G (Bi) + A P (Si Bi) 
identisch 0. 

Der Satz ist geometrisch aus dem Begriff der Tangente 
selbstverständlich. 

Aufgabe 3. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs die 
Strahlenkoordinaten von SB die Gleichung der F^ in 
Strahlenkoordinaten identisch befriedigen. 

Aufgabe 4. Die Tangente SB (desgleichen die 
Tangente SC) ist ihre eigene reziproke Polare. 

Beweis: Die Polarebene jedes Punktes auf SB geht 
durch S, weil S Pol einer Ebene, welche SB enthält; und 
durch B, weil SB Tangente in B. 

Aufgabe 5. Den Satz in Aufgabe 4 durch Rechnung 
zu beweisen. 

Sind g und y zwei reziproke Polaren, so mufs jeder 
Punkt von g auf der Polaren zu jedem Punkt von y liegen; 

ist g { s' -f- A s", so ist y { (/ -j- A o" (in Ebenenkoordinaten) 
und für den Schnittpunkt von g und y mufs P (s'-f- ^ s", s') = 
und P(s' + As",s") = sein, weil P(s, t) = P(tr) bezw. 
Z%{ ai = 2'Si (5{\ Wir haben also 

b) G(s') + >LP(s's") = 

ÄG(8") + P(8's'0 = 0. 

Soll ein Schnittpunkt existieren, so mufs A = A sein, 
d. h. 

P2(8'8") = G(S')G(S"), 

d. h. s" auf dem von s' ausgehenden Tangenten- 
kegel liegen und umgekehrt, oder g mufs eine 
Tangente sein. 

Soll nun g mit y zusammenfallen, so mufs X unbestimmt 
werden, d. h. es mufs gleichzeitig 6(s') und P(s's") und 
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damit auch 6 (s") = sein, d. h. aber auch die Gröfse k 
der Gleichung 9) wird unbestimmt, oder g liegt auf der 
Fläche und umgekehrt, wenn A in 9) unbestimmt wird, wird 
es in dem vorliegenden System b auch unbestimmt. 

Aufgabe 6. Wenn die Gerade g als Tangente ge- 
geben ist, die Koordinaten des Berührungspunktes zu be- 
stimmen. 

Das System b) giebt (im Einklang mit Gleichung 9) 
f P (s- s-Q S-- 

^r G(s'0 ' 

Aufgabe 7. Ohne Eoordinatentransformation zu zeigen, 
dafs ftlr die Spitze des Tangentenkegels als Anfangspunkt 
die 4. Koordinate aus der Gleichung P^ (s's) — G (s') G (s) = 
verschwindet. 

Aufgabe 8. Allgemein zu zeigen, dafs P^(s's") 
— G (s') G (s") für zwei beliebige Punkte (bezw. Ebenen) der 
Verbindung S' S" abgesehen von einem Faktor invariant ist. 

Ist t' = s' + iti s", und entspricht t" dem Parameter v, so 
ist P^ (f t") = G (f) G (t") =(ji-vy (P2 (s' s") - G(8') G(s")). 
Hiermit ist zugleich bewiesen, dafs auch t' t" eine Tangente 
ist, und die ganze Gerade auf der Fläche k liegt. 

Aufgabe 9. Zu zeigen (durch Rechnung), dafs der 
Berührungspunkt von t' t" und s' s'' identisch ist. 

Da P(s' + ^s", s'+ys") = G(s) + (iU + v)P(s's") 
+ ViMG(s") und G(s' + vs") = G(8') + 2>'P(s's")+v^G(s"), 

so findet sich t ^^—7;^ — = c (s ttt-tk — ) wo 

G (t ) G (s ) ' 

G(s ) 

Aufgabe 10. Zwei Tangentenkegel s' und s" haben 
nur eine Kante gemeinsam. 

Die Schnittkurve zerfällt in eine Gerade und eine 
ßaumkurve dritten Gerades. 

Aufgabe 11. Die Gleichung dieser Raumkurve auf- 
zustellen. 

Aufgabe 12. Wann zerfällt der Tangentenkegel in 
zwei Ebenen? , 

Verlegt man den Anfangspunkt in die Spitze und be- 
zeichnet a^^ Sj + »24 Sg + ag^ Sg mit q, so wird die Gleichung 
des Kegels (l^ = Sk^ig>{s)^ wo ^(s) die Funktion G(s) 
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bezeichnet, in der man s^ gleich setzt, also die in den 
drei Koordinaten s^ s^ Sg homogene quadratische Form. Der 
Regel zerfällt in die doppelt zu zählende Polarebene der 
Spitze, wenn die Spitze auf der Fläche; in zwei Ebenen, 
wenn er aufser der Spitze noch einen Doppelpunkt hat, 
also die 3 a eine von verschiedene Lösung, in den s, d. h. 
aber, die Determinante mufs verschwinden. Man überzeugt 
sich leicht, dafs diese Bedingung, abgesehen von dem Faktor 

— aL identisch ist mit A = 0. Ist aber a^^ = 0, so liegt 
die Spitze auf der Fläche, also kann der Tangenten- 
kegel nur für die uneigentlichen Flächen zweiter 
Ordnung in zwei Ebenen zerfallen. 

Aufgabe 13. Für den Kegel zerfällt die Tangential- 
ebene durch jeden Punkt auf serhalb des Kegels in zwei Ebenen. 

Aufgabe 14. In einem Punkt A einer Fläche F* 
die Tangenten zu bestimmen, welche ganz auf der 
Fläche liegen. 

Für diese Tangenten mufs ihr unendlich femer Punkt 
1) auf der Tangentialebene liegen und 2) auf der Fläche; 
wir haben also aa^ -f" '^ ^2 + ^ ^s = 0, 9 (a, b, c) = 0, wo 
q> dieselbe Bedeutung wie in Aufgabe 12 hat. Sehen wir 
a, b, c als beliebige Variabel und nicht als Bichtungs- 
faktoren der Geraden an, so stellt q) (s^ s^ Sg) = einen 
Kegel dar, mit dem F® für s^ = 0, d. h. für die unendlich 
fernen Punkte verschmilzt, wir nennen ihn den Asymptoten- 
kegel der Fläche. Man sieht, es giebt im allgemeinen in 
jedem Punkte zwei solcher Tangenten (reell oder imaginär), 
sie heifsen die Haupttangenten. Aus der ersten Gleichung 
sieht man, was geometrisch evident, dafs die beiden Haupt- 
tangenten die Tangentialebene bestimmen. Hat die Fläche 
in S einen Doppelpunkt, so wird die zweite Gleichung 
identisch erfüllt, wie vom Kegel bereits bekannt ist. 

Aufgabe 15. Die Punkte der Fläche zu bestimmen, 
für welche die beiden Haupttangenten zusammenfallen. 

Setzen wir die Diskriminante der quadratischen 
Gleichung, die man nach Elimination, z. B. von c, wenn 
o^^O ist, erhält, gleich 0, so erhält man als Ort der 
Punkte die Fläche zweiten Grades: 

xp^al an -f al «22 + al «33 -\- 2 0^02 «12 + 2 (Xi ^3 ais 

-f- 2 (T2 as «23 = 0, 
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wo die « dieselbe Bedeutung wie in S. S. VIII haben, d. h. 
die Koeffizienten der an, in der Determinante {aiia22a33{ 
der Form qp. Die Form ip ist die Polarform von % aber 
die Fläche i/; = ist nicht die Polarfläche des Kegels q> = 0. 

Aufgabe 16. Die Fläche ip = hat in dem Punkte 
(Tj =0, (Jg = 0, (Tg = einen Doppelpunkt. 

Aufgabe 17. Die Fläche i/; = ist, wenn der Koef- 
fizient a^^ in A, d. h. also a^^ von verschieden ist, von 
der Fläche 6(s) nur durch das fehlende konstante Glied 
unterschieden. Ist «^^ = (Paraboloide), so zerfäUt der 
Asymptotenkegel. 

Die Fläche F^ hat also im Endlichen keinen Punkt, 
dessen Haupttangenten zusammenfallen. 

Aufgabe 18. Die Punkte der F^ zu bestimmen, 
deren Haupttangenten auf einander senkrecht 
stehen. 

Nehmen wir das Koordinatensystem rechtwinklig, so 
ist die Bedingung a a' -|- b b' + c c' = nach den Sätzen 

über die Wurzeln einer quadratischen Gleichung j mit 

c) (an + a22 + Äss) {ol '\-(jl'{-(ä)—g> {(^u o'2, o^) = 0, 

«tatt q) setzen wir besser k; die Gleichung c) ist wieder 
die einer Fläche zweiten Grades, welche in cr^, a^, cXg = 
«inen Doppelpunkt hat. 

Ist 0^4 ^ 0, so läfst sich der Ursprung in diesen Punkt 
verlegen, und der Effekt ist der, dafs in der transformierten 
Form k (Sj b^ Sg) ungeändert bleibt und a^^ a^^ ag^ ver- 
schwinden (cf. S. S. Vm § 30). Die Fläche sub c) geht 
dann über in: 

(«11 + «22 + «ss) k (Si S2 Ss) — /? (S? + 82 + S3) = 0, 

hierin bedeuten an die Koeffizienten von |a^^ a^^ a^g , und 
ß ist «^4. Diese Fläche stellt an sich einen Kegel dar. 
Fttr die Punkte, in denen dieser Kegel die F^ schneidet, 

ist k = — B.U 84 tind wir haben den Satz : 

Die Punkte der eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung (welche nicht zu den Paraboloiden ge- 
hören), deren Haupttangenten auf einander senk- 
recht stehen, liegen auf einer Kugel. 

Die Flächen, für welche der Punkt a^ = 0, 0^=^ 0, 
<rg = im Endlichen existiert, für die also a^^ ^ 0, heifsen 
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centrale Quadriks und der betreffende Punkt M ihr Gentram^ 
also: 

Im centralen Quadrik sind die Punkte normaler 
Haupttangenten vom Centrum gleich weit entfernt. 

Aufgabe 19. Die Kugel der Aufgabe 18 hat noch 
eine zweite ausgezeichnete Eigenschaft, sie heifst Kugel von 
Monge. 

Die Kugel von Monge ist der Ort der Spitzen 
der um den centra.len Quadrik beschriebenen recht- 
winkligen Dreikante. 

Wir nehmen rechtwinkliges Achsensystem, als Nullpunkt 
das Centrum. Wir haben für die drei Berührungsebenen: 

WO Zs\ai^:= r{ai):=Oj also sind (Ji^k^Wi die Kichtungs- 

kosinus der Ebenen, wenn Wi^ == aij -f" ^iJ + ^iJ ^^t. Da 
die Ebenen zu je zwei aufeinander senkrecht stehen, so 
haben wir 

b) 4- + ^ + ^=i; 

Wi W2 W3 

<JUI <^1.2 + «^2,1 ^^2,2 + Os^ i (J3,2 = CtC. 

Bringt man in a) s^ Oi^ 4 auf die rechte Seite und be- 
rücksichtigt die Gleichung olcc^^ = 'K.{a^a^ a^), so erhält 
man durch Quadrierung und Addition der drei Gleichungen a) 
unter Anwendung von b) 

sl^sl4'4 = -iti^^iiJ" "22 + «33) 



«44 



und da «^^ = a^^ «j^, wo «i^ rechts die Bedeutung wie in 
Aufgabe 18 hat. 



Sf+S| + Sl= —^44 («11 + «92 +«33) 



«44 



84 



q. e. d. 

Aufgabe 20. Die Ebene durch die Haupttangente und 
die Normale der Fläche im Berührungspunkt (Schnittpunkt) 
ist wieder eine Tangentialebene; es soll ihr Berührungspunkt 
bestimmt werden. 

Die Gleichung der Normalen ist, da sie im Berührungs- 



§ 6. Geradlinige Qaadriks. 47 

punkt auf der Tangentialen senkrecht steht, wenn man recht- 
winklige Achsen wählt, 

X — x' y — y' z — z' 

13) — — ^— — 



(r(x') (T(/) (T(z') • 

Ninunt man auf der Haupttangente als Punkt 1 den 

Punkt x' und als Punkt 2 den Punkt t { a b c 0, d. h. den 

(uneigentlichen) unendlich fernen, so ist jeder Punkt P | s' -f- A t 
und jede Polarebene, welche, weil P auf der Fläche zugleich 
Tangentialebene ist: (/-I-At, und es ist zu zeigen, dafs X 
so bestimmt werden kann, dafs diese Ebene die Normale 
enthält; d. h. also es mufs die Gleichung 

(x' + ^OK + A(r,t) + ..(a, + A(7,t) = 

für jeden Wert des ^ erfüllt werden. 

Weil x' auf der Fläche liegt, ist x' o^' -{- ,. a^ gleich 
Null; weil s^' g^ (a) -|- • • • = 0, d. h. weil x' auf der Tangente 
liegt, ist der Faktor eines l nämlich x' (x^ t -f- • • • ^^4 1 = 
und die einzige Bedingung, welche zu erfüllen ist, lautet: 

und sie giebt für l 



X = 



{(fl + o'lJro'l) 



hiermit ist auch zugleich der Pol gefanden. 

Scheinbar einfacher ist es, von der Gleichung der zu 
untersuchenden Ebene auszugehen; sie heifst 

(X_ X') a' + (y — y')b' + (Z — Z') C', 

WO a' b' c' die Bichtungskosinus der konjugierten Haupt- 
tangente sind. 

Aus Aufgabe 20 folgt ohne weiteres, dafs die Punkte, 
in denen die Haupttangenten sich normal schneiden, auf der 
Kugel von Monge liegen. 

Aufgabe 21. Ort der Schnittpunkte dreier Tangenten, 
welche ein rechtwinkliges Dreikant bilden. 

Der Tangentenkegel war P^(s s') — G(s) G(s') = und be- 
zogen auf die Spitze als Anfangspunkt P^(r s') — G(r) G(s') = 

wo r { r^, rj, Tg, 0; K = i:ri rk (a/ a^' — ai^ G (s')) = Exi r^ aik 
wo i und k die Werte 1 bis 3 durchlaufen. Soll der Kegel 
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ein Dreikant wie rerlangt enthalten, so kann man diese 

drei Elanten als Achsen ansehen, dann wird k { 2'^^,,biic. 
Da nnn alle drei Achsen auf dem Kegel liegen sollen, so 
mnfs k f ür y = 0, z = verschwinden, also b^j = 0, desgL 
bgj = 0, bg, = 0. Die Summe a^^ -}" ^2 "I" ^s bleibt aber 
bei einer Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
unverändert. Wenn wir also die Achsen rechtwinklig an- 
nehmen, ist die Bedingung (^-{-ol-^-al — 6 (s) (a^^ -|- a,^ 
-|- Sgg) = 0. Der Ort ist also ein Quadrik, der sich, wenn 
^1 4" ^« "1" ^s = ^ ist, auf einen Kegel reduziert. 

Aufgabe 22. Ein Kegel, der ein orthogonales Drei- 
kant enthält, enthält deren unendlich viele. Dreht man das 
eine Dreikant so, dafs die x- Achse als x'- Achse auf dem 
Kegel bleibt, so mufs im neuen System \^ gleich sein, 
also bjg +bjg = 0, d. h. aber die x'- Ebene schneidet den 
Kegel in dem Geradenpaar y ^ -j- 2 c y z — 1 = 0, d. h. aber 
in zwei Geraden, die aufeinander senkrecht stehen (und von 
denen jede auf der x'- Achse senkrecht steht), ein solcher 
Kegel heifst gleichseitig. 

Aufgabe 23. Ein gleichseitiger Kegel wird von jeder 
Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel geschnitten. Man 
kann die Form 2 aj^ xy -[- . . = zu Grunde legen und 
bekommt als Schnitt eine Hyperbel, deren Asymptoten auf- 
einander senkrecht stehen. 

Aufgabe 24. Die Haupttangenten sind die Haupt- 
strahlen einer Involution in ihrem Schnittpunkt, 
deren Strahlenpaare die reziproken Polaren in 
diesem Punkte sind. 

Der Satz ist eine Folge der Gleichung 9, sobald man 
durch die Haupttangenten und ein Paar reziproker Tangenten 
entweder ein Ebenenbüschel oder eine Punktreihe legt. 

Aufgabe 25. Wenn ein einziges Paar Haupt- 
tangenten auf einer Fläche F^ reell ist, so existieren 
sie in jedem Punkt. 

Die Funktion K (s), welche die Discriminante der 
quadratischen Gleichung q> (a, b, c) = von Aufgabe 14 ist, 
ist für keinen Punkt der Fläche 0, kann also auf der 
Fläche das Zeichen nicht wechseln. 

Aufgabe 26. Die Haupttangenten und die betreffenden 
Sätze geometrisch abzuleiten. 
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Wenn g und y zwei sieh in S auf der Fläehe sehneidende 
reziproke Polaren, also Tangenten sind, so ist die Ebene 
(g y) die Tangentialebene in S. Zieht man in dieser Ebene 
eine beliebige Gerade aufserhalb S, so wird sie g und y in 
A und a und die Fläche G = in B und C schneiden. Die 
Linien B S und C S sind dann Tangenten, und da sie aufser 
dem Berührungspunkt S noch die Punkte B bezw. C mit 
der Fläche gemeinsam, so liegen sie ganz auf der Fläche, 
es sind die Haupttangenten. Die Existenz der Haupt- 
tangenten, reell oder imaginär, folgt schon daraus, dafs die 
Tangentialebene wie jede Ebene den Quadrik in einem 
Kegelschnitt schneidet und dieser im Berührungspunkt einen 
Doppelpunkt hat, also in 2 Gerade zerfällt. 

Die Haupttangenten SB und SC sind sich selbst re- 
ziproke Polaren, denn die Polarebene jedes Punktes auf 
SB geht durch SB. Da die Punkte AaBC auf einer 
Geraden n liegen und S a in der Polarebene von A, so sind 
nach dem Satz in Aufgabe 11 § 4 die vier Punkte AaBC 
vier harmonische Punkte, ihre Polarebenen schneiden sich 
in einer Geraden v und bilden ein harmonisches System, und 
n und V sind reziproke Polaren. Die Gerade v ist keine 
Tangente, weil n keine Tangente ist, sie schneidet die Fläche 
also aufser in S noch in S', dann sind S' C und S' B Haupt- 
tangenten [Tangenten, weil sie in der Polarebene eines 
Flächenpunktes liegen und durch den Pol gehen; ganz in 
der Fläche, weil sie aufser dem Berührungspunkt S' noch 
einen Flächenpunkt C bezw. B enthalten], und wir haben 
die Lösung der 

Aufgabe 27. In einem Punkt S der Fläche die 
Haupttangenten zu konstruieren. 

Man verbindet S mit einem anderen Flächenpunkt S', 
konstruiert in S und S' die Tangentialebenen, indem man 
durch S und S' zwei Schnittebenen legt und an die ent- 
stehenden Kegelschnitte in S und S' die Tangenten zieht. 
Die Tangentialebenen schneiden sich in CB, welche die 
Fläche in B und C schneidet, so sind S B und S C die Haupt- 
tangenten in S (S' B und S' C in S'). 

Wenn die Fläche gezeichnet vorliegt, schneidet schon 
jede Tangentialebene von selbst die Haupttangenten aus. 

Aufgabe 28. Die Schnittpunkte aller Geraden 

Simon, Anal. Qeomeirie der Flftcben zweiten Qrsdes. 4 



50 I* I^ie Flächen zweiten Grades in allgemeiner Behandlang. 

einer Tangentialebene mit der Fläche liegen anf 
den Hanpttangenten des Berührungspunktes. 

Ein Kegelschnitt kann nicht in mehr als zwei Gerade 
zerfallen, es giebt also in jedem Punkt nur zweiHaupttangenten. 

Aufgabe 29. Den Satz sub Aufgabe 14 geometrisch 
abzuleiten. 

Gesetzt, in A gäbe es nur eine Haupttangente g, legt 
man durch g und einen beliebigen Punkt P der Fläche eine 
Ebene, so zerfällt der Schnittkegelschnitt in g und h; legt 
man durch h und A eine Ebene, so zerfällt der Schnitt in 
h und eine zweite Gerade durch A. Eine Ausnahme tritt 
nur ein, wenn jede Gerade h mit g in Einer Ebene liegt, 
bezw. wenn alle Geraden h g im selben Punkte schneiden. 

Aufgabe 30. Die Tangentialebene eines Kegels be- 
rührt den Kegel längs einer Kante. 

Aufgabe 31. Den Satz sub Aufgabe 25 geometrisch 
zu beweisen. 

Durch jeden Punkt S einer Haupttangente g giebt es, 
wie eben gezeigt, noch eine. Legt man durch g und einen 
beliebigen Punkt S' der Fläche eine Ebene, so sehneidet 
sie aus der Fläche einen Kegelschnitt aus, der g als Be- 
standteil enthält, und also eine zweite Gerade durch S', es 
existiert also in jedem Punkt S' die eine Haupttangente, 
also auch die zweite. Die erste durch S' gehende schneidet 
g, die zweite mufs dann kreuzen, weil sonst der Schnitt in 
drei Geraden zerfallen würde und das kann er nicht. Also: 

Durch jeden Punkt eines geradlinigen Quadrik 
gehen zwei Gerade, welche zwei Scharen bilden, 
so dafs jede Gerade der einen Schar jede Gerade 
der andern schneidet, während sich zwei Gerade 
derselben Schar kreuzen. 

Aufgabe 30, Die Form G eines geradlinigen 
Quadriks zu bestimmen. 

Sei g 1 u, V, wo u = und v = die Gleichungen 
zweier Ebenen durch g sind, eine Gerade der Fläche und 

h eine zweite, welche g nicht schneidet, j u', v'; so dafs 
also u, V, u', v' nicht gleichzeitig verschwinden. Es mufs 
G = sein, sobald u und v gleichzeitig verschwinden, des- 
gleichen, wenn u' und v' verschwinden, also 

G = uv' — vu' = 0. 
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Die Form G ändert ihre Valenz nieht, wenn man in der 
Form Xh'y' — In' v' addiert und geht dadnreh über in 

(n + Au')v' — u'(v + Av'), 

woraos man ersieht, dafs G yerschymidet, wenn gleichzeitig 
n-|-An' = 0; v-f-Av' = 0. Diese Gleichungen stellen zwei 
projektiv auf einander bezogene Ebenenbüschel dar, damit 
ist wieder der Satz bewiesen: 

Die Regelfläche F^ ist der Ort der Schnitte 
konjugierter Ebenen zweier projektiver Ebenen- 
büschel 

Man sieht sofort, dafs zwei Schnittgeraden der beiden 
Ebenenbüschel sich nicht schneiden können, denn wenn 
gleichzeitig 

u-f Au' = 0, v + Av' = 

so müfsten gleichzeitig u, u', v, v' = sein, d. h. g und h 
sich schneiden. G hätte dann in diesem Punkte einen 
Doppelpunkt, wäre also uneigentlich. 

Aufgabe 31. Dieselbe Begelfläche G ist noch 
der Ort der Schnitte eines zweiten Systems pro- 
jektiver Ebenenbüschel. 

Man kann zu G = uv' — vu' auch A'vv' — A'vv' 
addieren und erhält: 

G{(u + A'v)v' — (u' + A'v')v. 

Es liegt also auf der Fläche noch eine zweite 
Schar Gerader, die entsprechenden Schnitte der 
projektiven Büschel u-|-A'v = 0; u'-|-A'v' = 0. 

Für eine solche Schnittgerade bestehen diese beiden 
Gleichungen, und es giebt airf ihr einen Punkt, in dem sie 
von einer Ebene des ersten Büschels getroffen wird, für 
den also z.B. u-f-Au =0; dann ist für diesen Punkt 
u = — Au'; — Au' + A'v = 0; In -{-XX'y = 0, also 
X' (v + Xy) = 0, V -|- Av = 0, d. h. aber 

Wenn drei der Gleichungen der erzeugenden Ebenen 
erftült sind, so ist es die vierte von selbst, oder: 

Jede Gerade der einen Schar wird von jeder 
der anderen geschnitten. 

Da jede Gerade ihre eigene Tangente, so mufa 

4* 
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die Ebene dnrch zwei sich schneidende Geraden 
die Tangentialebene im Schnittpunkt sein. 

Aufgabe 31. Zwei Ebenen drehen sich um zwei 
feste Geraden als Achsen; den Ort der Schnitt- 
geraden derjenigen Paare zu bestimmen, welche 
auf einander senkrecht stehen. 

Die Geraden seien durch ihre Strahlenkoordinaten a, A 
und a', A' bestimmt. Geometrisch ist ohne weiteres klar, 
dafs, wenn sie sich schneiden, der gesuchte Ort ein Kegel 
ist, da dann alle Ortsgeraden durch den Schnittpunkt gehen. 
Auch kann keine Ebene durch die Spitze mehr als zwei 
Gerade ausschneiden, da der Aufsenwinkel gröfser als jeder 
innere ist, somit ist dieser Kegel vom zweiten Gerade. 
Ebenso ist geometrisch klar, dafs die Projektionen auf die 
durch die beiden Ejreuzenden bestimmten Ebenen zum Ort 
gehören. 

Seien u, v zwei Ebenen von g { v und u', v' zwei Ebenen 

von g' { u', v', alsdann ist jede der Ebenen durch g { u -f- A v 

und jede der Ebenen durch g' } u' -j- A' V. Sind die Ko- 
ordinaten rechtwinklig, so ist £e Bedingung des Senkrecht- 
stehens^ wenn o^, p^, % resp. Og, Pg, qg die Koordinaten 
von u und v sind, und o^' etc. die von u' und v': 

(o,+Ao,)(o/ + >l'o,') + ... = 

und 1= ^ax + p,y + q.z-l 

OfiX + Pay + qjZ — 1 
Aus der Symmetrie ergiebt sich 
(J K P2] + z K ^2] — (Ol — Oa)) (y [0/ Pa'] ...)... = 

und wenn man sich erinnert (aus § 13), dafs [o^ p^] = c ; 
0^ — 0^ = A, so erhält man 

a) (yc — zb — A)(yc' — zb' — A') + ... = 0. 
Setzt man aa' -f- b b' -j- c c' = n, so ergiebt sich 

ß) x^ (n — aa') — . . — yz (cb' + b'c) 
+ x(cB' + c'B — bC — b'C)... + AA' + BB' + CC'=0. 

Nimmt man als Nullpunkt die Mitte des Abstandes 
und als x- und z- Achse die Halbierungslinien der Winkel 
der Geraden, so hat man, wenn q) der spitze Winkel und 1 
der halbe Abstand 
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a = cos -|-^ b = 0, c = — sin -~ ; a = cos -|-, 

b =0, c =sm~-; 
A = — Isin-f-, B = 0, C = — Icos-f-, 



und hierans 



A' = — Isin-^, B' = 0, C' = lcos-^ 

2 ' ' 2 



y) — x^ sin^ -^ + 7 ^ cos qp -f" ^^ c*^^^ o — 1* cos qp = 

als Gleichung des gesuchten Orts, der einschalig«s 
Hyperboloid heifst. 

Aufgabe 32. Der Nullpunkt ist das Gentrum der 
Fläche. 

Aufgabe 33. Bringe die Gleichung y) in die Form 
u v' — V u = G = 0, d. L bestimme die projektiven Büschel 
und die Scharen von Geraden auf der Fläche. 

Aufgabe 33a. Dieselbe Aufgabe in Betreff ß). 

Aufgabe 34. Bestimme die Scharen von Geraden, 
welche auf der Fläche (Aufgabe 25 § 1) liegen, welche der 
Ort der Punkte konstanten Abstandsverhältnisses von zwei 
Geraden g und h war. 

Sei das Verhältnis d und die Koordinaten wie in Auf- 
gabe 31 gewählt, so sind die Gleichungen von g und h: 

y = €b; z cos-^ — X€sin-^ = 0, wo € = die Abstände 

(y-l)^ + (zcos|--xsin-|y 

und (y + 1)2 + ^z cos -|- + X sin -|-J . 

Aufgabe 35. Jede der beiden Tangentialebenen durch 
g (bezw. h) an diese Fläche steht auf sich selbst senkrecht. 
Die Gleichung der Fläche wird 

s? sin^ -f- + S2 + ßs co82-^ + 2siS8 v cos -^ sin -|- 

4-2s2S4lr + Ps4 = 0, 
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1 + d^ 
wo V = ' .g ist. Die Gleichung der Tangential-(Polar-) 

Ebene ist 

s^ sin-|- (^xsin-|- + zi/C08-|-^ + Sa(y + cv) 

+ 83 eo8-|- (^xvco8-|- + zco8-|-J + s^c(i/y + c) = 0, 

wo X, y, z, 1 die Koordinaten des Bertlhrungspunktes (Pol). 
Die Bedingung, durch g zu gehen, ^(s^ — csj 

— ^(s8-tgYSi) = giebt 
a) xsin-^ + z cos-~r = — A; xv 8m-^-\-2iios-^= l\ 

femer y = — c; hieraus — x sin ~- = z cos -^ = 



2 «--"2 1 — v' 
und die Gleichung der Fläche in der Form s^ a^ -|- • • • = ^ 

= X sin -y ( X sin -y -f- z cos -^ V j -f • • • gi®^* 

und da die Bertthrungsebene 

— SiSin-|-A + S8 cos-|-A + S2c(v— 1) + S4c2(l — v) = 0, 

so ergiebt sich 

(8m-|-;.y+(co8-|-Ay+cMl-''r = 0, 
oder vereinfacht: 

XI sin-^-f"^! ^^s ^ y + ß 

und i^ (sin^ |- ^ cos^ -|-) + 1 = 0, 

also ist die Ebene imaginär und tangential an dem Kreis 
im Unendlichen, den wir § 21 als absolute Kurve gefunden 
haben und ihre eigene Normale liegt in ihr. 

Aufgabe 36. Die Geraden g und h sind reziproke 
Polaren. 
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Die Reehnnng der Aufgabe 35 ^It mit Ansnahme von 
Gleiehnng ß) iVa jede durch g gelegte Ebene and giebt für 
den Pol y = — e and, da X-\ X = (i, \—v aieher 

nicht : z cos ^ -|- X sin -l" = 0, d. h. aber die Pole liegen 

anf b. 

Aufgabe 37. Je zwei konjugierte Ebenen dorch 
g oder h stehen auf einander senkrecht. 

Wir haben für jede Ebenen dnrch g 

— 8,ein-|-i + Rgeos-|-i — B,c(l— »■) + B^c«(l — y) = (> 



und bestimmen wir l', so dars die zweite Ebene durch 
den Pol X, 7, z, 1 der ersten geht, so ergiebt sich sofort 
Ai' + c*(l — »')* = 0. 

Von diesem Satz, der eigentlich ein Satz der elementaren 
Stereometrie , hat Milinowski 1878 den folgenden 
elementaren Beweis gegeben. 

Es seien 1 and 1' zwei windschiefe Gerade, a und «^ 
zwei aufeinander senkrechte Ebenen durch 1, welche 1' in 
A' und A,' schneiden; es sei g eine beliebige Gerade durch 
A', welche a^ in B trifft und auf ihr seien B^ nnd B, iswei 
solche Funkte, dafs ihre Abstände von 1 and 1' im Ver- 
hältnisse m:m' stehen, so ist zu zeigen, dafs A'B durch 
B, und B, harmonisch getrennt sind. Zu dem Zweck feilen 
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wir (Fig. 5) BD; Bj D^ ; Bg D, senkrecht auf die Ebene er, 
dann liegt BD in der Ebene a^ und D auf 1; die drei 
Punkte D D^ D^ liegen auf einer durch A' gehenden Ge- 
raden. Wir ßlllen femer DjC^ undD^Cg senkrecht auf 1; 
und ziehen B^G^ und B^G,, so stehen auch diese auf 1 
senkrecht. Endlich fällen wir noch B^ G^' und B^ Gg' senk- 
recht auf V. Dann ist B^ G/ : B^ G^ = B^ G/ : B, G, = m' : m, 
also B, G/ : Ba G/ = Bi C, : B^ G^ ; weiter B, C, ' : B, G/ 
==BiA':BaA'=BiD^:BaDj, also BiGi:B3G, = BiDi:B3Da. 
Dai|^B,D,C, =BJD,Ga = 90^ so ist AB,D,G,-^B,D,G, 
und G^D, :C2D2=BiDi:B2D2. Es war B^ D^ : B^ D,- 
= BiA':B2A =D^A':D,A'. Es ist aber G^DjiGaD, 
= DDi:DDa, also D^ A' : Djj A' = DiD : D^D, d.h. A' 
und D durch D^ und D^ harmonisch getrennt, also auch 
A' und B durch B^ und B^. Eine Involution wie die hier 
auftretende heifst circulare. 

Aufgabe 38. Den Satz sub Aufgabe 35 mittelst der 
Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten zu beweisen. 

Aufgabe 39. Die Gleichung der Fläche durch Ver- 
schiebung des Anfangspunktes in der y- Achse und Drehung 
des Achsenkreuzes der x- und z -Achse auf die Form y der 
Aufgabe 31 zu bringen. 

Wir haben den geradlinigen Quadrik als Schnittort 
projektiver Ebenenbttschel aufgefafst; damit ist, da wir von 
Punkt- zu Ebenenkoordinaten beliebig übergehen können, 
zugleich bewiesen, dafs wir ihn auch auffassen können als 
Ort der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte auf 
projektiven Punktreihen. 

Aufgabe 40. Je zwei Erzeugende der einen 
Schar eines geradlinigen Quadriks werden von 
4 Erzeugenden der andern Schar in Punkten des- 
selben Doppelverhältnisses geschnitten. 

Die 4 Gerade sind Gerade eines Ebenenbüschels, und 
die beiden Reihen entstehen dadurch, dafs zwei Gerade die 
Ebenen eines Büschels schneiden; da aber alle Gerade die 
Ebenen eines Büschels in Punkten von konstantem Doppel- 
verhältnis der Ebenen schneiden, so ist der Satz bewiesen 
und damit zugleich der Satz: Der Ort der Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte zweier projektiven Punkt- 
reihen ist eine Fläche zweiter Ordnung. 
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Aufgabe 41. Die Fläche zu untersnchen, welche ent- 
steht, wenD die geradeo Linien des einen Systems die des 
andern nach konstantem Verhältnis teilen (in ähnlichen 
Reihen schneiden) Tergl. S. S. IX Teil 1. Nach dem 
Torigen Säte hesehränken wit uns anf zwei Geiade der 
einen Schar, also krenzende, dann ist anf Jeder von ihnen 
eine Teiinng anfgetragen yon zwei entsprechenden Punkten 
ans und die Endpunkte entsprechender Teile sind verbunden. 
Ist die erste Verbindungsgerade die y-Achse und die 
Parallele zoi einen Oerade dnreh die Mitte derselben die 



X-Achse und die Parallele zur zweiten die z-Achse, so sind 
die Koordinaten entsprechender Punkte (Fig. 6) 

y = 1, X ^ n m und j^^ — I, z^ — nm. 
Die Grteiehnngen ihrer Verbindnngsgeraden sind: 

Ol X . z 21i 

21x — nmy = nmc; ^ = n= -. — -. — r-, 

'mm m {c -|- y) 

da, wie man sich leicht überzeugt, a^^ = ist, so ist diese 
Fläche ein Paraboloid; es heilst geradliniges oder 
hyperbolisches Paraboloid. Es ist verhältnismäfsig nicht 
schwierig, ein Fadenmodell von diesen Flächen herzustellen. 
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Aufgabe 42. Anf zwei Geraden sind dm Psar ent- 
Bpreehende Funkte gegeben; zu einem beliebigen vierten 
anf einer von ihnen den entsprechenden anf der andern zu 
konstmieren. 

(Fig. 7*) Man verschiebt die Gerade 1 2 3 als Ganzes 
(starr), so dafs 1 mit I zasammenfällt; dann schneiden sich 




r 



r-T 



Fig. 7. 



n 2' und in 3' in S, es trifflfc dann IV S die Gerade 1' 2' 3' 
in 4', man trägt 3' 4' anf 12 3 von 3 ans ab, dann ist 4 
der IV entsprechende Punkt. 

Aufgabe 43. Zu drei Paar gegebener Ebenen zweier 
projektiver Büschel ein viertes zu konstruieren. 

Nach Aufgabe 42 ist es nicht mehr schwer, ein 
Fadenmodell eines einschaligen Hyperboloids her- 
zustellen. 



n. Abschnitt. 

Die Eeyeschen Achsen. 



§ 7. Die Reyeschen Achsen. 

Wir fanden im § 4 Aufgabe 9, dafs, wenn g eine durch 
zwei Pnnkte s' und s" gegebene Gerade war, ilie reziproke 
Polare y den Gleichungen genügte: 

^— ^ _ y — Ji _ z — z^ 

{< <\ ~ K <\ ~ \< <\ 

und der Punkt 1 ein beliebiger Punkt von y ist, also auch 
der Punkt B, des § 12 S. S. IX Teil 1 sein kann, für den 

^ = K' <\ : K ^s"] ; yi = ; z, = (a/' CT/] : [a/ a^'\ 

Sollen g und y auf einander senkrecht stehen, so ist 
die Bedingung § 12 S. S. IX Teil 1 Aufgabe 8 in Linien- 
koordinaten gegeben 

K <']?>' ([s/ 9«"]) + --- = o 

und für rechtwinkliges Achsensystem 

1) [8/ 8*"] \< <'\ + . . . = 0. 

Die Geraden g und y besitzen stets eine gemeinsame 
Senkrechte t und Ebene (t, y) steht auf g. Ebene (t, g) auif 
y senkrecht, der Pol von (t, y) liegt auf g, der Pol von (t, g) 
auf y^ somit kann man auch sagen: 

Eine Gerade g, welche auf ihrer reziproken 
Polaren senkrecht steht, ist das vom Pol auf die 
Polare gefällte Lot; sie heifst nach Heye: Achse und 
der Komplex der Achsen einer F* heifst nach Heye: 
Achsenkomplex. Da zu jeder Ebene in Bezug auf eine 
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gegebene eigentliche F^ ein Pol gehört, nnd es in diesem 
Pimkt stets eine Senkrechte auf der Polaren giebt, so 
enthält der Achsenkomplex eine oo^ fache Menge 
von Geraden. Liegt der Pol in der Fläche, so liegt 
er in seiner Polaren und die Achse, deren Pol er ist, 
steht auf der Tangentialebene im Berührnngspnnkte 
senkrecht, es ist die Normale. 

Aufgabe 1. Wenn der Pol gegeben ist, P j s', die 
Gleichung der zu ihm gehörigen Achse au&ustellen. 

Da die Bichtungskosinus der Polarebene den Zahlen 
o' etc. proportional sind, so sind die Richtungsfaktoren der 
Achse den Zahlen q^'(a') etc. proportional, fttr recht- 
winkliges System haben wir 

oN X — X _ y — / _ z — z^ 

^ <^i < ~ < ' 

d. h.: Die Gleichungen der Normalen und der Achsen 
sind von derselben Form und unterscheiden sich 
nur dadurch, dafs der Pol der Normalen auf der 
Fläche liegt. 

Die Normalen bilden innerhalb des Achsen- 
komplexes selbst einen Strahlenkomplex von 
00 ^facher Menge. 

In der Gleichung der Achse fttr einen gegebenen Pol 
kommt (auch bei beliebigen Koordinatensystem) a^^ nicht 

vor, G(s) — s|G(s'):s1 = ist eine Fläche F^ welche 
sich von F^ nur durch den Wert des a^^ unterscheidet und 
auf der der Punkt s' liegt, und 2) ist die Gleichung der 

Normalen von F'^ in P{s', also: 

Der Achsenkomplex ist identisch mit dem 
Komplex der Normalen der mit der Fläche F^ 
homothetischen Schar. 

(F® selbst mitgerechnet). 

Als Komplex der Normalen ist der Achsenkomplex ge- 
legentlich von Ampere bemerkt worden, das Verdienst, seine 
Bedeutung erkannt zu haben, gebührt ausschliefslich 
Herrn Beye. 

Aufgabe 2. Wenn die Normalen in zwei 
Flächenpunkten A und B sich schneiden, so ist 
AB eine Achse. 
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(Die reziproke Polare von AB ist die Schnittlinie der 
beiden Tangentialebenen in A und B nnd steht als solche 
anf der Ebene der beiden Normalen senkrecht.) 

Da die fieyeschen Achsen eine Mannigfaltigkeit dritter 
Stnfe bilden, während die Gesamtheit aller Geraden des 
Bamnes von vierter Stufe ist, so mnfs zwischen den Kon- 
stanten einer Geraden eine Bedingung bestehen, damit sie 
Achse sei. Diese Bedingung ist in Gleichung 1 gegeben. 

Aufgabe 3. Die Bedingung, dafs eine Gerade g 
Eeyesche Achse einer F* sei, in den Strahlenkoordinaten 
von g auszudrücken. 

Sei g ! a, A ; es mufs, wenn der Punkt A § 12 S. S. IX 

Teil 1, in dem g die x-Ebene schneidet, { ^ etc. ist, wo §' = 0, 

rf = — C : a; ^' = B : a ist, das System — = ^i 

2 n 

= mit dem für rechtwinklige Koordinaten geltenden 

c 

System -. — = — — r^ = -. — identisch sein. 

Man erhält : o. ' : cXg' : ag' = a : b : c; femer ist x' b — y' a 
= C und x' c — z a = — B. 

Ist «44^0, existiert also (vgl. § 5) ein Centrum M, 

so kann man dies, welches { a^ = 0, 0^ = 0, (Tg = ist, 
zum Nullpunkt wählen, dadurch verschwinden a^^ a^^ a^^ und 
es ändert sich nur a^^, das aber in unserer Gleichung gar 
nicht vorkommt. Bezeichnen wir die quadratische homogene 
Form in r(a) der drei Variabein s^^, Sg, Sg mit K(s) und 
die zugehörigen a mit r^ so erhält man für die centralen 
Quadriks die Bedingung 

3) T, (a, b, c) A + ^3 B + T3 C = 0. 

Aufgabe 4. Die Bedingung 3, geometrisch zu inter- 
pretieren. Da A, B, C den Richtungskosinus der Ebene 
(M, g) proportional sind und t^, Tg, Tg, die Koordinaten 
des Pols der Ebene, welche durch M senkrecht zu g gelegt 
ist, so haben wir den Satz: 

Wenn g eine Achse ist, liegt der Pol der zur 
Geraden g senkrechten Ebene durch die Mitte M in 
der Ebene (Mg) und v. v.. 
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d. b. dieser Satz kann als Definition des Achsenkomplexes 
dienen. Die Bedingung 3) läfst noch eine andere geome- 
trische Auslegmig zu, sie zeigt den Satz (wie schon 1) 

Der Achsenkompiex ist ein Linien- (Strahlen-) 
Komplex zweiten Grades. 

Aufgab e 5. Die Bedingung 3) direkt aus der Gleichung 
1) herzuleiten. 

Es ändert sich 3) durch Vertauschung von a mit A nicht, 
und der Symmetrie wegen, gentigt es, die Rechnung für 
das erste,. Glied in 1) durcbäuftihren. Man sieht daraus, 
dafs die Änderung für die Paraboloide geringfügig ist. 

Aufgabe 6. Auf der Geraden g, welche Achse 
ist, den Pol zu bestimmen. 

Unser System in Aufgabe 3 giebt 



P ß ^1 (a, b, c) 



wo 



"11 
— XC B 



Auch dies System kann als Definition benutzt werden. 
Man sieht, fttr eine Achse sind die grofsen Strahlenkoordi- 
naten durch die kleinen bis auf einen gemeinsamen Faktor 
bestimmt. In den Koordinaten der Achsen 2) kommt a^^ 
ebensowenig vor, wie in denen des Pols. 

Aufgabe 6. Die Koordinaten von P hängen nur von 
den der Schar gemeinsamen Konstanten ab. 

Da die Pole aufser dem gemeinsamen Faktor l nur 
von den kleinen (Richtungs-)koordinaten der Geraden g ab- 
hängen, so sind die Quotienten der Koordinaten der Pole 
auf parallelen Achsen konstant, während die grofsen Linien- 
koordinaten aller parallelen Achsen den Zahlen slt^ — hr^ 
etc. proportional sind, also: 

Aufgabe 7. Die Pole aller parallelen Achsen 
liegen auf Einer Geraden durch M, auf Einem 
Durchmesser. 

Aufgabe 8. Alle parallelen Achsen liegen in 
einer Ebene durch M, einer Durchmesserebene. 

Wir fanden § 12 die Gleichung einer Ebene durch 
zwei parallele Geraden a b c, A, B, C, A' B' C als 

x(A — A') + y (B — B') + z (C — C') — (AC — CA') :b = 0. 
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Da A' = qA, B' = pB, G' =qC und AC — CA' = 0, 
so fällt der Faktor (1 — q) und damit q ans der Gleichung 
der Ebene heraus, und sie wird 

4) Ax + By + Cz = x(bT8 — cir,)4-y(cT, — arg) 

-|-z(aT2 — brJ^O. 

Aufgabe 9. Die Gleichungen der reziproken 
Polare einer Achse. 

Wir wählen als Punkt 1 den Pol, dann ist a^' = i a, 
und als Punkt 2 den unendlich fernen Punkt a, b, c, 0, dann 
ist er/' = (Tj (a, b, c) und aj' = 0, wir erhalten: 

' ^(acTg — C(7i) C(7i — aag 



'3 



b (Tg — c ag 



z *" '^i 


A(a(rg 


Cffi) 


affg — 


bffj 



Aufgabe 10. Die reziproken Polaren einer Schar 
paralleler Achsen bilden selbst wieder eine Schar paralleler 
Achsen. 

Aufgabe 11. Die Ebene der zur Achsenrichtung 
a, b, c reziproken Achsen zu bestimmen. 

Wir finden für die grofsen Strahlenkoordinaten 

■^ (Ji (a, b, c); -^ (T^; -^ a^ 

und daraus für ihre Ebene nach 4) 

6) xa^-]-ja^-\-za^ = 0, 

d. h. 

Die Ebene der zur Achsenrichtung abc rezi- 
proken Achsen ist die Polarebene des in der 
Richtung abc unendlich fernen Punktes. 

Aufgabe 12. Die Schar der mit F^ homothetischen 
Flächen besitzt nicht nur dieselben Achsen, sondern 
auch auf diesen Achsen dieselben Pole. 

Aufgabe 13. Die Polarebenen Eines Punktes 
in Bezug auf die g)sinze Schar bilden eine Schar 
paralleler Ebenen. 

Aufgabe 14. Den Pol auf der reziproken Polaren 
einer gegebenen Achse zu bestimmen. 

Benennen wir a^^ : l mit u, so haben wir nach 5) 

U(r^ = z'b' — y'c'; Xia^ = x'& — z'a'; uag=y'a' — x'b' 
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nnd nach Aufgabe 3: 

b' (T^ (x, y, z) — a' a^ (x) = 0. 

Zur Vereinfachung nehmen wir an, a^g a^g si^s seien 
(wir werden gleich sehen, dafs es stets möglich ist, die 
Achsen so um M zu drehen, dafs diese Gröfsen verschwinden); 
dann ist (r^ = aaj^; b' = ac(aii — agg) und man erhält, 
da aus der letzten Gleichung z verschwindet, ganz direkt 
(in Bezug auf dies System, das Hauptachsensystem): 



7) x,= 



&44 ^8 *22 



^ b (a22 agg) (a22 — a-n) 



^44 *11 ^88 



und damit den merkwürdigen Satz: die Produkte der 
Koordinaten zweier zusammengehöriger Pole in 
Bezug auf das Hauptachsensystem sind konstant. 

Aufgabe 15. Auf einer durch ihren Pol x' ge- 
gebenen Achse den Fufspunkt zu finden. 

Er sei ix, dann haben wir die Gleichung der Achse 

— T-TT- = f \ = — 7-?r? d. h. X = X + i (Ti etc. 
(7,(x) a^(x) (j^(x)' "■ 

und die der Polarebene x a^ (x') + y o^ "t" ^ ^s "t" ^4 = ^ 
und erhalten für l 

Aufgabe 16. Die reziproke Polare einer Geraden 
durch M. 

Für eine Achse durch M wird 1 = 0, wenn es nicht 

unbestimmt wird. Ist die Achse j a, b, c, so sind A', B', C 

unendlich und diese unendlich ferne Gerade liegt in der 

Ebene 

x^i+y^2 + zoi = 0, 

d. h. in der Polarebene des in der Richtung des Durch- 
messers unendlich fernen Punktes, wie ohne weiteres daraus 
hervorgeht, dafs die Polare des Centrums, ftlr welches 
(7^ = 0, (72 = 0, (7g = 0, die unendlich ferne Ebene ist. 
Wir haben den Satz: 

Jede unendlich ferne Gerade ist Achse. 
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Aufgabe 17. Die Gleichung der Polarebene, auf der 
g senkrecht steht. 

A(ax -f by -f cz) -f- »44 = 0. 

Aufgabe 18. Jede Gerade durch die Spitze des 
Asymptotenkegels, d. h. durch das Centrum M, ist 
Achse, deren Pol M ist. 

Aufgabe 19. Wann wird l unbestimmt, d. h. 
wann giebt es auf der Geraden g unzählig viele Pole? 

Im allgemeinen ist P eindeutig bestimmt, nur wenn 

• ^44 

von der Form : wird, giebt es unzählig viele Pole, also 
müssen A, B, C verschwinden, d. h. die Gerade durch M 
gehen, und t^^ : t^ : Tg = a : b : c sein, setzen wir t^ = ^ a, 
so haben wir das System: 

a(«ii— A*) + bai2 +^«18 =0 

P) a«i2 +fe(«99— A') + ca28 =0 

»«18 +^«88 +^(«88— A*) = 0. 

Das System, worin die a die aus S. S. VIII bekannte 
Bedeutung der Faktoren der Koeffizienten der quadratischen 
homogenen Form dreier Variabein in der Determinante 
D = a^^ haben, läfst sich vereinfachen, wenn wir die 
Gleichungen der Reihe nach mit a^^^; a^^; a^g, dann mit 
»19 i »99 9 »98 ^^* niultiplizieren und jedesmal addieren, und 

für die Zahl l einführen. Man erhält 

n) a(aii— A) + ba,2 +caig =0 

»»19 +1>(»29— -^) + ea2« =0 

aa^g +^»28 -j-c(agg— A) = 0. 

Die Elimination von a, b, c aus diesem System (vgl. 
S. S. Vm) giebt — A (A) = oder 

8) A» — A^s + Aö-— a = 0, 

wo 

S = ai^ + a99+a88; ö^=«11 + «99 +«88; » = «44J 

d. h. a ist die Determinante der homogenen quadratischen 
Form dreier Variabein aus der anal. Geom. der Ebene. 
Wir haben damit den Satz: 

Simon, Anal. Geometrie der Fliehen sweiten Grade«. 5 
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Eine Centrale F^ hat im allgemeinen drei 
Reyesche Achsen, welche unzählig viele Pole tragen. 

Diese Achsen gehen durch das Gentrum, sie heifsen 
Hauptachsen. Für die Richtungsfaktoren dieser Achsen 
finden wir 

5) a : b : c = /9ii : i?i2 : i^ij = /?!, : ß^^ :ß^ 

wenn ß^^^ etc. dieselbe Verbindungen der KoefSzienten der 
Variabein im System n) bezeichnen, die wir, wenn A = 0, 
mit «ik bezeichnet haben; also ßii=ci^i — ^{'^2~\~hi)'\'^^i 
ßi9 = ^19 "T ^^j^; /9j8 = «jg -f- Aa^g. 

Aufgabe 20. Wann wird die reziproke Polare einer 
Achse unbestimmt? 

Die Gleichungen 5 zeigen, dafs dies eintritt, wenn 
a : b : c = .cTj (a b c) : (Jg : (Tg, aber diese Gleichungen sind in- 
folge der Äquivalenz der Systeme p) und n) der Aufgabe 19 
äquivalent mit dem System a : b : c = t^ : t^ : Tg, also finden 
wir die Hauptachsen wieder. 

Die Gleichung der reziproken Polare für eine Haupt- 
achse wird die unendlich ferne der Ebene xa-f-yb-f-zc 
= (System n), d. h. sie mufs in der Ebene liegen, welche 
in M auf der betreffenden Hauptachse senkrecht steht. 

Aufgabe 21. Die drei Hauptachsen stehen in H 
aufeinander senkrecht. 

Die Gleichungen der drei Hauptachsen, welche der 
ganzen Schar homothetischer Flächen gemeinsam sind, haben 
die einfache Form 

9) _f« = _y.=^ 

Pis ras rss 

Unterscheiden wir die drei Wurzeln der Gleichung 8) 
durch Marken und die betreffenden ß durch Striche, so 
haben wir z. B. das Produkt 

i^is' Äs" + Äs' ß%s' + ßss ßss' = Pl 

zu untersuchen. Da (vgl. Pund, Algebra) A^ + ^2 H" ^s = ^ 
und 1^ Ag Ag = a, so findet man mit geringer Ajbeit, weil 
«?3 = «11 «88 — a »aa und a = a^a «12 + a^g a^g + a^^ a^^ etc., 

10) Pi = (^i«gg + a)A(A,), 

also da L{kj) = ist, p^ = 0, womit der Satz bewiesen ist 
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Aufgabe 22. Die Ebene dnrch je zwei Achsen 
ist die Polarebene zum unendlich fernen Punkt der 
dritten. 

Folgt aus der eben bewiesenen Gleichung p = direkt, 
da für die Hauptachsen a = A a^ (a, b, c) etc. 

Die Ebenen dnrch je zwei Achsen heifsen Hauptebenen. 
Die drei Hauptebenen bilden ein Poldreikant. 

Aufgabe 23. Die Hauptebenen sind Symmetrie- 
ebenen jeder Fläche der Schar. 

Denn jede zur dritten Achse parallele Sehne, welche 
auf der betreffenden Hauptebene senkrecht steht, wird in 
dieser Hauptebene halbiert, da der harmonisch konjugierte 
im Unendlichen liegt. 

Die drei Gröfsen X sind Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades, sie sind entweder alle drei reell oder eine ist reell, 
die beiden andern sind konjugierte komplexe Zahlen; es 
gilt der Satz: 

Die drei Hauptachsen einer centralen Schar F® 
sind stets reell. 

Wären z. B. A^ und X^ komplex-konjugiert, so wären 
/?ik' uqd /Jik" auch komplex-konjugiert, also geht pg über in: 

u -\-in )(u — lu ) + (v -|-iv )(v — IV ) 
+ (w' -\- i w") (w' — i w"), 

das ist: n'^-f u"2 + v'2 + v"2 + w'^-f w"« und, wie Auf- 
gabe 21 bewiesen, gleich 0, also mttfsten alle Quadrate 
und damit alle u, y, w, d. h. alle ß verschwinden. 

Es kann vorkommen, dafs zwei der A, z. B. A^ und X^ 
einander gleich sind, dann ist evident, dafs man das Achsen- 
kreuz der zwei Achsen um die dritte drehen kann, das 
zeigen aber auch die Formeln; pg ist stets gleich und 

geht tlber in ßl^ -f- /^3 -|- /S^3 = 0, es müssen also die drei ß 
und damit die Richtungsfaktoren der beiden Achsen un- 
bestimmt werden; aber weil p^ = 0, p^ =0, Pg = 0, müssen 
sie stets aufeinander senkrecht stehen, sowie auf der zum 
ungleichen X gehörenden Achse. 

Jede Ebene durch die ungleiche Achse ist dann 
eine Symmetrieebene, die Flächen sind Rotations- 
flächen, der Asymptotenkegel ist ein Botations- 
kegel, entstanden durch Rotation eines Winkela 
um seine Halbierungslinie. 

5* 
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Die Bedingungen ergeben sieh ans ß^^ etc. = als 



^18 ^«8 ^12 



Sind alle drei l gleich, so ist jede Gerade durch die 
Spitze des Asymptotenkegels bezw. das Centrum Rotations- 
achse, das System wird zu einer Schar konzentrischer 
Engeln, der Kegel zum imaginären Eugelkegel. 



§ 8. Die Achsen dnrch einen Pnnkt. 

Es sei S { § ein fester Punkt, und durch ihn gehe eine 
Achse a, A, wir haben dann in 3) für a, b, c, zn setzen : 
(x — ^ etc. und für A „i^z — ^y" bezw. nur A, B, C zu 
ersetzen durch rjc — £b etc. Die Gleichung 3) stellt unter 
der Bedingung ^ etc. konstant, einen Kegel dar, dessen 
Spitze S ist, denn es ist eine Fläche zweiten Grades, auf 

der S { § liegt, und die, wenn sie für g, a, b, c erfüllt ist, 
auch für x = § -}" P * ^t^-? d. h. für jeden Punkt einer 
durch S gehender Achse erfüllt ist. 

Aufgabe 1. Auf diesem Kegel liegen dife drei 
Parallelen durch S zu den Hauptachsen. 

Wir brauchen die Gleichung 3) (ij c — ^ b) r^ (a b c) 
-|- (£a — ?c) Tg -|- (§b — r]3i) Tq = nur in der Form 
ij (c Tj — aTg) -f- . . = zu schreiben. 

Aufgabe 2. Auf diesem Kegel liegt der Strahl SM. 

Da auf dem Kegel sicher der Strahl liegt, für den S 
selbst der Pol ist, d. h. also das von S auf die Polarebene 
von S gefällte Lot, so ist der Kegel völlig bestimmt, da 
jede Ebene ihn in fünf bestimmten Punkten und somit in 
einem konstruierbaren Kegelschnitt schneidet, bezw. da 
rechnerisch die fünf Konstanten durch die fünf Geraden 
bestimmt sind. 

Der Achsenkegel ist also stets ein gleichseitiger 
Kegel. 

Aufgabe 3. Wo liegen die Pole aller zum Achsen- 
kegel S gehörenden Achsen? 

Wir haben für die Pole die Gleichung 1) d. h. 

jN x' — § y' — T] z — ^ 
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Die Gleichnngen in Aufgabe 6 § 7 bestätigen rechnerisch^ 
dafs die Pole aaf dem Kegel 3) liegen. 

Die Gleichungen 1) stellen, wenn man die Striche weg- 
läfst zu je zweien drei Qnadriks dar, die alle durch den 
Punkt S gehen, und die alle drei geradlinig sind, auf dem 
ersten liegt die Gerade x = §, y = ?^, d. h. die Parallele 
durch S zur z- Achse; ferner die Gerade, in der die Ebenen 
a(x) = und a(j) = sich schneiden. Wenn 0^3 = und 
a^g = 0, so liegt die Gerade x = g, y = 1^ zugleich auf dem 

Kegel 3) und auf der Fläche F (z) { (x — §) cr^ — (j—rj) a^ = 0. 

Aufgabe 3. Eine Gerade zu bestimmen, welche der 
Fläche F(z) und dem Kegel 3) gemeinsam ist. 

Die Aufgabe, eine Gerade zu bestimmen, welche zwei 
Flächen zweiten Grades gemeinsam ist, ist im allgemeinen 
unlösbar; soll die Gerade existieren, so mufs sie durch die 
Spitze des Kegels gehen. Wir setzen x — g = pu, y — ij 
= pv, z — ^ = pw, und dann müssen die Gleichungen F (z) 
und die des Kegels für jeden Wert des p erfüllt sein. 
F(z) giebt: 

a) ncTgC^ijO — vcri(Ö = 

b) n (Tg (u V w) — V (Tj (u) = 0, 

also u = q (Ti (§), V = q (Ta (§), setzen wir w = q w', so haben 
wir zur Bestimmung von q die Gleichung b) und zu der 
von w' die Gleichung des Kegels in der Form: 

c) (ji w' — ^a^) T^ {a^ öTj, w') + (§ cTi — g w') t^ K a^ w') 

+ (^^2—^^1)^8 = 0. 

Diese Gleichung hat die selbstverständliche Lösung 
w' = öTg, d. h. also die Achse, für die S selbst der Pol, wie 

auch rechnerisch dadurch folgt, dafs ^1 (t^i c^g 0^) {örj. Für 
diese Lösung versagt aber die Gleichung b), und es bleibt 
daher nur die andere Lösung der quadratischen Gleichung 
c, übrig, die man mit geringer Mühe erhält, wenn man 
c(w') — g(Pq) bildet und durch w' — a^ dividiert: 

W'(l?ai8-?«38) + «88(?<^2©-^<^l©) + S^(§^Ö = 
WO 

*1 = S (»ÄS «18 + »18 «28) + ^ («28 »11 — «18 »12) + V (»12 «28 

— «18 »22) = «28 ^1 © — «18 ^2 (S) 
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also: 

Die srerade Linie — Trß- = — — —- = r^ ist dem 

Kegel und der Fläche F (z) gemeinsam, aber sie liegt nicht 
auf der Fläche F (y) bezw. F (x), daher reduziert sich der 
Ort der Pole auf die sonstigen gemeinsamen Punkte; diese 
liegen im allgemeinen auf einer Baumkurve vierten Grades, 
die im vorliegenden Falle in die Gerade und eine Baum- 
kurve dritten Grades zerfällt, d. h. in eine Kurve, welche 
von einer Ebene in nicht mehr als drei Punkten geschnitten 
wird. Also : 

Die Pole des Achsenkegels eines beliebigen 
Punktes liegen auf einer Raumkurve dritten Grades. 

Dieser Satz, sowie die meisten andern Sätze über die 
Achsen aus diesem Abschnitt finden sich in einer mir erst 
jetzt bekannt gewordenen Arbeit von Herrn Emil Schilke, 
Zeitschrift f. Math. u. Ph. 1874, welche aus dem Keyeschen 
Seminar hervorgegangen ist. 

Aufgabe 4. Wie viel Normalen lassen sich von einem 
Punkte S an eine centrale F^ legen? 

Die Normalen gehören zu den Achsen durch S, ihre 
Fufspunkte sind Pole; da die nicht zum Ort der Pole ge- 
hörigen Gerade die F^ in zwei Punkten schneidet, so giebt 
es im allgemeinen sechs Normalen. 

Aufgabe 5. Was wird aus der Geraden, wenn Punkt 
S auf einer Achse? 

Dann können wir o^ {§j ^^{v ^^^ W | C, setzen. 
Was wird aus dem Achsenkegel, wenn seine Spitze in 
einer der (drei) Symmetrieebenen Uegt? 

Wir beweisen zunächst den Satz: 

Aufgabe 6. Jede Gerade einer Symmetrieebene 
ist Achse. 

Für eine Gerade der Symmetrieebene haben wir 
A' = a, B' = b, (j = c, wenn a, b, c den Bichtungskosinus 
der auf ihr senkrechten Achse proportional; (§ 12), femer 
a'a + Vb + c'c = 0. 
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Die Bedingung 3) ist t (a' b' c') a + . . = a' r^ (a b c) 

— ... nnd T^ : Tg : Tg = a : b : c, also 3) ist hier { a' a + b' b 
~e'c} 0. 

Damit ist bewiesen: 

Für die Punkte einer der Symmetrieebenen 
zerfällt der Achsenkegel in zwei Ebenen, deren 
eine die Symmetrieebene ist. 

Die andere ist leicht zu finden durch den Satz in Auf- 
gabe 4 § 6 und den Satz 

Aufgabe 7. Jede Parallele zu einer der drei 
Hauptachsen ist selbst Achse. 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem eben angeführten 
Satz, aber wir wollen ihn durch Rechnung beweisen. 

Für eine Parallele zur Hauptachse a, b, c ändern sich 
nur die grofsen Strahlenkoordinaten. A ist ^b — i;c, etc., 

die Bedingung 3) ist g (bT^ — c ^2) + ^ ( ) + • • = ^> d- ^^ 
sie ist identisch erfüllt. 

Die beiden Ebenen, in die der Achsenkegel zerfällt, 
sind also normal zu einander. 

Aufgabe 8. Den Satz in Aufgabe 6 ohne Rechnung 
zu beweisen. 

Es sei S der Punkt, dessen Achsenkomplex wir be- 
trachten; es geht durch ihn die Achse, für welche S selbst 
der Pol ist, die Polarebene von S sei er, es geht durch S 
eine zweite Achse g (z. B die parallele zu einer der Haupt- 
achsen) mit- dem Pole S' und der Polarebene a, dann ist 
die Schnittlinie / von g und a die reziproke Po- 
lare von g' und/ steht auf der Ebene« der Geraden 
g und g senkrecht. Würde nun in dieser Ebene e noch 
eine dritte Achse durch S liegen, etwa g", so müfste y" 
auch auf der Ebene e senkrecht stehen. Es müssen sich 
aber y, /, /' im Pol von e schneiden, dieser Pol P also 
im Unendlichen liegen. Dann ist jede Gerade h in € 
eine Achse, denn ihre reziproke mufs durch P gehen, also 
der Linie y parallel sein, d. h. auf der Ebene e und somit 
auch auf h senkrecht stehen. Verbindet man dann P mit 
einem Punkt N dieser Ebene, und schneidet diese Gerade die 
Fläche F^ in B und C, so werden B und C durch N und 
den unendlich fernen Pol harmonisch getrennt, d. h. N ist 
die Mitte von B C, welche als Parallele zu y auf e senk- 
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recht steht, d. h. aber die Ebene e ist eine Symmetrie- 
ebene der Fläche. 

Damit ist anch zugleich rein geometrisch bewiesen, 
dafs der Achsenkegel ein Kegel zweiten Grades ist, der im 
Falle, dafs seine Spitze auf einer Symmetrieebene liegt, in 
zwei Ebenen ausartet. 

Dieser Beweis gilt zugleich für die Parabolo'ide. 

Aufgabe 9. Durch Bechnung nachzuweisen, dafs das 
Centrum auf dem Achsenkegel jedes Punkts P | § liegt. 

Wir haben a* (C a^^ — i? a^g) +... h^üv^i—^^s) 
-f- § (agg — agg)) -|- . . . = 0, und dies verschwindet für 
a = fg, b = fiy, c = f^. 



§ 9. Der Achsenkomplex der Parabolo'ide. 

Für die ParaboloXde ist a^^ = 0, ihr Centrum rückt 
ins Unendliche; anders ausgedrückt: die Ebenen a^ = 0, 
a^ = 0, o^ = 0, schneiden sich in parallelen Geraden. Die 
Richtung, in der das Centrum ins Unendliche rückt, ist aber 
bestimmt, da wir für die Punkte der Linie die Gleichungen 
haben: x» : y«, : z^t, = a,^ : a^^ : «g^, und nicht alle 4 „«14" 
zugleich verschwinden dürfen, weil sonst A = 0, die Fläche 
uneigentlich. Es bleiben nun zunächst die Gleichungen 
1 und 2 des Abschnitts unverändert. Verlegen wir den 
Ursprung in einen beliebigen Punkt p der Linie a^ = 0, 
(Tg = 0, so erhalten wir, wenn s^ = t^ p^ -}- 1^ p^ . . ., s^ = Op^ 
-f-t^p^ gesetzt wird 

G(s) = 6(t„1^,1i,0)pJ+^G(p) + 2tgt,(rg(p)p, = 0. 

Aufgabe 1. Die Form G(t) stellt eine uneigent- 
liche Fläche dar. 

(Vgl. § 2.) Die Fläche ist ein Kegel und da a^^ = 0, 
so liegt die Spitze im Unendlichen, d. h. die Fläche ist ein 
Cylinder, nach Analogie nennen wir ihn (bezw. vermehrt 

um t4 6(p), wodurch keine wesentliche Änderung herbei- 
geführt wird) den Asymptotencylind 3r der Paraboloide. 
Da s^ = 0, so verhält sich 

WO sich die ä auf die Form 6 (t, 0) beziehen. Diese 
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Kichtung a^^ : a^g : ofgg nennen wir die Richtung der Achse 

des Cylinders bezw. des Paraboloids. 

Aufgabe 2. Wird eine Koordinatenachse in die 

Richtung der Cylinderachse gedreht, so verschwindet die 

betreffende Koordinate. 

(Die Rechnung siehe folgenden Abschnitt.) 

Aufgabe 3. Welche Form nimmt die Bedingung 3) 

an für die Paraboloide? 

ATi(ab c) + BTa -f CTg + (aäg — bäj ag/ = 0, 
wo sich die t und a nur auf den Cylinder beziehen, 



Aufgabe 4. Wenn a : b : c = ö^ : (Xg • ^8 > ^^^ diese 
Gleichung identisch erfüllt. 

Aufgabe 5. Wenn auf einer Achse ein unendlich femer 
Pol liegt, so mufs a : b : c = ä^ : ä^ : ^g == t^ : t, : Tg sein. 

Wir erhalten also dasselbe Gleichungssystem wie in 
Aufgabe 19 § 7, und dieselben Resultate, nur wird eine 
Wurzel der Hauptachsengleichung 0. 

Aufgabe 6. Die Richtung dieser Hauptachse ist be- 
stimmt durch ffjg, Ofgg, ffgg, d. h. es ist die Richtung der 
Cylinderachse. 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs, da a^^ = ist, 

^18 • ^28 • %8 ^^ '^ll • '^l« • ^13 ^^ ^^12 • ^22 ' ^28' 

Die Reihenfolge der drei Gleichungen a^ (t), a^ (t), a^ (t) 
ist willkürlich. 
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§ 10. Der Kegel. 

Für den Kegel war A = 0, und die vier Gleichungen 

(Ti == hatten eine endliehe Lösung s t s' und somit unendlich 

viele. Verlegt man den Nullpunkt in den Doppelpunkt oder 

8 r s ' 

die Spitze S, d. h. setzt man -^ (d. i. x) = — ^ -}" ~^ ^*^v ^^^^ 

Si = ri S4' + Si' r^ : (i = 1, 2, 3) 
und 

S4 = 0s/ + s/r4; 
also 

G(s) = s'^G(r,;r,;r3;0) + 2r,s/P(r,s') + r2G(s'), 

so verschwinden G (s') und P (r, s') und 

1) G(s)lG(r„r„r3,0), 

d. h.: 

Verlegt man den Nullpunkt in die Spitze des 
Kegels, so verschwindet die Koordinate s^ aus der 
Gleichung, es bleiben nur die Glieder zweiter 
Dimension in den Punktkoordinaten mit unver- 
änderten Koeffizienten. 

Statt G(s) schreiben wir 






la) K(s) = a^i Si + 2 a^^ s^ Sg + 2 a^g s^ Sg 



+ »22 S2 + 2 agg Sg Sg +8^383 = 0, 

oder kurz K(s) = raikSiSk, wo i und k nicht mehr den 
Wert 4 annehmen. 
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Aufgabe 1. Liegt ein Fankt P auf dem Kegel, so 
liegt die ganze Gerade SP anf dem Kegel. (Fig. 8.) 

Die Gleichung K(s) ist identiseli mit der all- 
gemeinen Gleichung der Kegelschnitte in homogenen 
Koordinaten, man sieht, wie eng der Kegel mit 
seinen Schnitten zusammenhängt, die Rechnung 
bleibt dieselbe, nur die Interpretation ändert sich. 

Da K(8) eine quadratische Form iet, wie G(8) nur statt 
Ton vier Variabein von drei, so bleiben alle Sätze bestehen, die 
anf den Kigenscbaften 
der quadratischen Form 
beruhen, insbesondere 
die ganze Lehre von Pol 
nnd Polare, welche sich 
somit zugleich anf die 
Kegelschnitte Überträgt. 
Diese Übertragung hätte 
man allerdings schon 
dadurch leisten können, 
dafs man eine Ebene 
durch einen Punkt P 
als Pol legt, welche 
die F* schneidet. Auch 
der II. Abschnitt bleibt 
im wesentlichen un- 



Aufgabe 2. Die 
Gleiebimg der Polar- 
ebene bezw. der Tan- 
gentialebene eines 
Ponktes für den Kegel ^ 

aufzustellen. 

Aufgabe 3. Alle Polarebenen eines Kegels gehen 
durch die Spitze. 

Die Spitze ist zugleich das Centrum, eine Gerade 
durch sie Durchmesser. 

Der Durchmesser heifst auch Kante. 

Die Menge der Polar-Ebenen des Kegels ist nur eine 
00 ' fache (zweifach unendliche, d. h. oo . cc fache), die Menge 
der Pole ist eine oo* fache. Aufschlufs giebt der Satz: 
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Aufgabe 4. Alle Punkte, welche auf demselben 
Durchmesser liegen, haben dieselbe Polarebene. 

Aufgabe 4a. Alle Punkte des Kegels auf der- 
selben Kante haben dieselbe Tangentialebene. 

Aufgabe 5. Die Gleichung des Kegels in Ebenen- 
koordinaten, die reziproke Form x. 

Die Auflösung der Gleichungen nach den s ist nur ge- 
stattet, wenn a^^ ^ 0, wir erhalten dann 

X(ör) = Ci («11 a^ + «12 Cj + «13 Cg) + . . . 

Man sieht, dafs x(o') = wieder ein Doppelelement 
enthält, nämlich die Lösung a^^ = 0, 0^2 = 0, g^ = 0, welche 
eine beliebige durch die Spitze gehende Ebene darstellt. 

Die Gleichung x{a) = stellt also nicht blofs 
den Komplex der Tangentialebenen des Kegels dar, 
sondern auch jede durch die Spitze gehende Ebene, 
sie ist also nicht die Polargleichung des Kegels, 
sondern die Gleichung der Spitze, und der Kegel 
hat, streng genommen, keine Gleichung in Ebenen- 
koordinaten. 

Abstrahiert man von der Lösung 0, 0, 0, 0, so ist 
x((7) = die von den Tangentialebenen umhüllte Fläche, 
d. i. der Kegel. Dafs dem Kegel die Gleichung in Ebenen- 
koordinaten fehlt, wird noch deutlicher durch 

Aufgabe 6. Die Gleichung des Kegels bei beliebigem 
Nullpunkt in Ebenenkoordinaten darzustellen. 

2) (8t'^t+8/(r,+S3'a3+s/a,r = s/^0 

uud dies ist die Gleichung der Spitze (als Doppelpunkt be- 
trachtet). Von Hesse ist diese q)^ als Grenzfläche zweiter 
Ordnung bezeichnet worden. 

Aufgabe 7. Bei beliebigem Ursprung zu zeigen, dafs, 
wenn P auf dem Kegel liegt, die Gerade SP ganz auf ihm 

liegt. G (s' -f- ^ s) = 6*c. 

Aufgabe 8. Unter allen Ebenen einer solchen Grenz- 
fläche giebt es eine ausgezeichnete, für deren Koordinaten 
alle vier Ableitungen von 2) zugleich verschwinden. 

(Wenn A = ist, so ist auch die Determinante der a 
gleich 0.) 

Diese Koordinaten seien oi', die Ebene a. 

Aufgabe 9. Jede Ebene, welche durch die Schnittgerade 
von a und einer Ebene der q)^ geht, gehört selbst zur q>\ 
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2) sei gleich x((y), dann ist x((/ -\-la\ weil x(a) und 
X (o) und ^ (a, a) verschwinden, gleich 0. 

Aufgabe 10. Die Gleichung 2 stellt eine einfach un- 
endliche Schar von Ebenenbüscheln dar, deren Träger in 
der ausgezeichneten Ebene a liegen. 

Aufgabe 11. Die Träger umhüllen einen Kegelschnitt. 

Durch eine beliebige Gerade gehen an die qp^ zwei 
Tangentialebenen, also von einem beliebigen Punkt P auf a 
an die Kurve zwei Tangenten. (Damit ist dann zugleich 2) 
die Gleichung der Kegelschnitte in Ebenenkoordinaten.) 

Aufgabe 12. Zu einer Kante a, b, c die senkrechte 
zu bestimmen. 

Wenn die gesuchte Kante { u, v, w, das System recht- 
winklig, die Spitze Ursprung, so haben wir das System 

K(a, b, c) = 0; K(u, v, w) = 0; au-f-hv-}- cw = 0. 

Es ergiebt im allgemeinen zwei Kanten a^ etc. und a^ 
und wir haben 

ai,2 = — (»18 b^ — a^g b c — a^g ab + »«2 ac) 

+ y— b2x(a,b,c), 

wo X die zu K adjungierte Form a^ a^^ -f" • • • bezeichnet. 

bia = — (agg a^ — a^a a c — a^g b c + b c a^i) + /— a^ x 
Ci,2=K(b, — a, 0). 

Nach den bekannten Sätzen über die Produkte der 
Wurzeln quadratischer Gleichungen ist 

a^ a^ + b, ba + c, Ca = a^agg + a^^) + })\a^^ + a^g) 
+ ^^(^11 +^92) — 2ai2 ab — 2a^3ac — 2a^gbc 

und mit Benutzung von K (a, b, c) = 

a^ a^ + bi ba + Cj c, = (a« + b« + c^) (a^^ + »39 + agg)- 

Aufgabe 13. Wenn die beiden Kanten, welche auf 
Einer Kante senkrecht stehen, selbst aufeinander senkrecht 
stehen, so stehen die beiden Senkrechten zu jeder Kante 
auf einander senkrecht, der Kegel ist gleichseitig. 

Die Bedingung a^^ -f" aag + ^s = ist, da a, b, c nicht 
zugleich verschwinden, nötig und hmreichend und von a, b, c 
unabhängig. 
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Aufgabe 14. Den Winkel, den die beiden aof einer 
Kante Senkrechten miteinander einschliefsen, zn bestimmen. 

Aufgabe 15. Die Gleichung eines Kegels au&ustellen, 
dessen Kanten auf den Tangentialebenen eines gegebenen 
Kegels senkrecht stehen, und der dieselbe Spitze hat 

Sei eine solche Kante { a., so ist die Gleichung der auf 
ihr senkrechten Ebene xa^4'**- = 09 ^^^ damit sie eine 
Tangentialebene sei, mufs x{sL^;h^;t^) = sein, und da 
a^ I X etc., wo x den laufenden Punkt der Kante a^ markiert, 

so ist die gesuchte Gleichung 

X* a^j -|- . . . = 0. 

Der Kegel heifst supplementär. 

Aufgabe 15a. Wenn K, supplementär zu K^, so ist 
K^ supplementär zu K,. 

Aufgabe 16. Interpretiere die Bedingung a^^ -\- a,, 

(Unzählig viel Systeme von drei Tangentialebenen, 
welche zu je zweien aufeinander senkrecht stehen.) 

Aufgabe 17. Die Gleichung eines Kegels au&ustellen, 
dessen Spitze im Nullpunkt und der durch den Schnitt einer 
gegebenen Ebene und eines gegebenen Quadriks geht. 

Die Ebene sei ux -f- vy -j- wz -f- 1 = = e, der Quadrik 
K (x, y, z) -|- E (x, y, z) = 0, wo K die Form des Asymptoten- 
kegels ist, dann ist die Gleichung des gesuchten Kegels 

— tK(x,y,z) + E(x,y,z)(ux + vy + wz) = 0, 

denn dies ist die Gleichung eines Kegels, dessen Spitze in 
0, und sie ist erfüllt, wenn gleichzeitig K-|-E = und 
e = ist. 

Aufgabe 18. Kegel, dessen Spitze { §, ij, C ^^^ der 
durdi den Kegelschnitt 9>(Si, 83,88) = geht. 

Da jede Linie, welche die Spitze mit einem Punkte 
der Kurve verbindet, ganz auf dem Kegel liegt, so haben 
wir, wenn wir die Ebene der Kurve als y-Ebene annehmen, 

y 

X = Xj -{" ^ ? i^d ^ == — — y ^^^^ ^ttr den Kegel 

9)(xiy — y§;zi2 — y^;i2 — y) = 0. 

Aufgabe 19. Ort der Spitzen der Kegel,' welche durch 
den Kegelschnitt q> (x, z, 1) und drei Punkte A, B, C gehen. 
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Der Qnadrik q>{Arj — B §;...) = 0. 

Aufgabe 20. Ort der Spitzen der gleichseitigen Kegel 
durch y = 0. 

Der Quadrik: c^^ §2+ c^g f 2+ rj^ (c^ + c^J + . . . = 0, 
wo die c die Konstanten von (p bedeuten. 



§ 11. Der zerfallende Kegel. 

Die Form K (s^ Sg S3) = bezw. K (x y z) = ist 
identisch mit der homogenen Form G(8) der Kegelschnitte 
S. S. Vin § 28; die Bedingung, dafs sie sich in zwei 
homogene Faktoren ersten Grades spalten läfst, ist dort an- 
gegeben, sie ist a^^ = 0. Wir werden, um Verwechselung 
mit der Form 6(s) von vier Variabein zu vermeiden, die 
Koeffizienten von aik in der Determinante von K (s) d. i. 
a^^ fortab mit b^ bezeichnen. Auch die ZerfäUung ist 1. e. 
bereits gegeben. 

Wenn nicht alle drei aick zugleich verschwinden, und 
z. B. aji^O, so ist: 

3) K:(s)= — -[a,,Si4-(ai, +iw3)S3 + (ai3 — iw3)S8] 

[»11 Si + (a^a — i W3) 82 + (aj3 + i Wj) 83], 

wo Wk = V^bkic ist und i als Faktor gleich V — 1. 

Die einzelnen Faktoren von K (s) stellen, da wir s^ = x 
etc. deuten können. Ebenen dar; e^ und e^, 

Aufgabe 1. Die Schnittgerade von «^ und e^ zu be- 
stimmen. Die Schnittgerade geht durch die Spitze, d. i. den 
Ursprung, also sind A, B, C gleich und für die kleinen 
Koordinaten erhalten wir aus den beiden homogenen 
Gleichungen in bekannter Weise 

a : b : c = (a^^ w^ + a^g W3) : — a^^ W3 : — a^^ W3. 

Aufgabe 2. Geometrisch ist klar, dafs jeder Punkt 
der Schnittgeraden ein Doppelpunkt, es soll dies durch 
Rechnung bewiesen werden. Der Kegel besitzt eine ganze 
Gerade voll Doppelpunkten, bezw. eine Doppelgerade. Denn 
a^^ = ist die Bedingung, dafs die drei Gleichungen a^ (s); 
^9 (8); a^ (s) miteinander verträglich, und da a^ (s) identisch 0, 
so ist jede Lösung dieses Systems ein Doppelpunkt. Sei 
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a ju^ ii^iis eine solche, so ist In ebenfalls Lösung, und da 

die Spitze S t ebenfalls eine Lösung, so liegen die Doppel- 
punkte auf einer Gerade durch die Spitze. 

Aus dem System a^ (u) = etc. erhalten wir, wenn wir 
z. B. Ug aus je zwei Gleichungen eliminieren, und dann Uj 



4) 



^2 ^28 \i ^22 

^ _ ^28 _ ^2 _ ^2« 



^ l>38 ^18 t 
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und damit 

5) Ui : U2 : Us = b^j : b^g : bgg = Wi : W2 : Ws 

u^ : u^ : U3 ^ Djj : b^g • "is ^^ "12 • "22 • "28 ^^ "18 • "28 • "88* 

Da das System ai(u) nur die Verhältnisse der u be- 
stimmt, so können wir u = w setzen und damit ist der Satz 
bewiesen; da aus o^ (u) = a^ (w) = folgt (aj^ Wg -f- a^g Wg) 
= — a^i Wj, also a : b : c (aus Aufgabe 1) == w^ : w^ : Wg. 

Aus den Gleichungen 4 und 5 folgt: 

6) Wj Wj = b^a; Wa Wg = bggj Wg w^ = bg^ = (b^g). 

Hinsichtlich der w bemerken wir: 1) wenn eines der w 
verschwindet, z. B. Wg, so verschwinden mit bgg zugleich b^g 
und bgg. 2) Das Zeichen der w ist durch das eines von 
ihnen bestimmt, 3) sobald eia w reell ist, sind es die andern, 
d. Ji. alle w® sind gleichzeitig > oder < 0, die Zahlen 
Kl 5 ^2» ^8 haben dasselbe Zeichen. 

Aufgabe 3. Wenn die beiden Ebenen des zer- 
fallenden Kegelschnitts imaginär sind, ist die 
Schnittgerade (die Doppelgerade) doch reell. 

Wenn a^^O und «^^ = 0, so zerfällt der Kegel in 
die beiden Ebenen, deren Gleichungen 3) giebt, diese sind 
imaginär, wenn w^ positiv, dann aber geht die Doppel- 
gerade durch die Spitze in der reellen Richtung w. Man 
kann den Beweis auch ganz direkt aus der Gleichung 
o'^(w) = entnehmen, da für den reellen Punkt x = Awj; 
y :^ A Wg ; z = A Wg beide Faktoren verschwindend 

Aufgabe 4. Wenn alle drei aü^O, kann die Zer- 
fallung nach 3) auf drei verschiedene Arten bewirkt werden, 
es soll gezeigt werden, dafs sie äquivalent sind. 
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Aufgabe 5. Wenn a^^ = und akk = 0, die Zer- 
fällung zu bewirken. E reduziert sich auf aj^xy-j-^s 
y 2 + *8i 2 X = und a^^ auf 2 a^, a,, a, ^ ; ist ako a^^ = 0, 
so mufs einer der drei Koeffizienten aik z. B a^g verschwinden, 
dann zerlegt sich E in y (a, , x -^^ %& ^)* ^^^ Eegel zerfällt 
in die y- Ebene und eine Ebene durch die y -Achse. 

Aufgabe 6. Wann zerfällt der Eegel in eine 
Doppelebene? 

Wenn zwei der w gleich sind. 

Aufgabe 7. Wann zerfällt eine Fläche zweiten 
Orades in zwei sich schneidende Ebenen? 

Sie mufs zunächst einen Eegel darstellen, der seine 

Spitze im Endlichen hat, d. h. es müssen alle vier Oi von 

6(8) für einen Punkt im Endlichen s' verschwinden, d. h. 

also zunächst A = 0, und da s' im Endlichen, müssen die 

s ' . 
Verhältnisse —V etc. endlich bleiben. Eine analoge Rechnung 

wie sie in Angabe 2 zu den Formeln 5 führt, giebt, wenn 

A = : Si : sl : si : s| = «n : a^, : «33 : a^^ Wenn der Kegel 
zerfallt ist a^^ = 0, da aber die Spitze im Endlichen, müssen 
"11? "m? ^88 ebenfalls sein. Also: 

Eine Fläche zweiten Grades zerfällt in zwei 
«ich schneidende Ebenen, wenn A = 0, «11 = «2« 
= «88 = «44 = ist. 

Sind dann noch zwei der w, welche sich auf 
die FormK beziehen, gleich 0, so fallen die beiden 
Ebenen zusammen. 

Aufgabe 8. Untersuche die Fläche: = 7x« + 26xy 

+ 38xz-f 15y' + 34yz + 15z2 + 60x + 68y + 76z + 77. 

Resultat (7x + 5y+3z + ll) (x + 3y + 5z + 7)=0. 

Aufgabe 9. x2 + 4xy-f 6xz + 4y^-f 12yz4- 9z« 
— 12x — 24y — 36 z + 36 = 0. 

Aufgabe 10. x« + 34 y« + 65 z^ — 6 x y + 8 x z 
+ 46yz = 0. 

Gleichung der Doppelgeraden? 



Vir ~ T ~ ^^/' 



Simon, Anal. Oeometrie der Fl&chen sweiien Orades. 
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§ 12. Die Transformation aof die Hanptaehsen. 

Jede Crerade durch die Spitee ist Aebse, deren Pol die 

Spitze ist; li^ auf ihr dn zweiter Pol { x, dann sind aUe 
One Punkte Pole, die Gerade ist eine Haoptaehfle. Ihre 
Gleiehnng ist: 



7) 



_ y _ * 



^iW ^«(y) ^s(z)' 

nnd dies System ist in der Thal für ex, ey, ez ebenfalls 
erfftllt 

Es moÜB a^ (x)==iLx etc. sein nnd dies giebt zur Be- 
stimmnng von 1, YgL § 6 A(i) = 0, wo A(i) = il* — i»s 
'-Xa — a = 0, wo b = aii -f a,, -f-a,,; ^ = bii + b„ 

Da x:y:z = a:b:e war (§ 6), so haben wir x : y : z 
= ß^^ : ß^^ : ß^^ etc. wie in § 6, Aufgabe 19, nur da(s wir 
statt fl^k Heber Ihk schreiben, nm Yerweehselnng mit der 
Detemünante yon G (s^ s, s, s^) zn yermeiden. 

Da die drei Hauptachsen aufeinander senkrecht stehen, 
so fieg^ es nahe, die Fläche auf das System dieser drei 
Achsen, welche zu je zweien Symmetrieebenen waren, zu 
beziehen; da wir ja bewiesen, dafs sie stets reelL 

Aufgabe 1. Den Beweis der Realität der drei Achsen 
algebraisch zu führen. 

Man kann der Gleichung die Form geben: 

g\ ^« ^8 I ^8 ^1 I ^1 ^1 1 = 

und sieht in dieser Form leicht, daCs diese Funktion von l 
zwischen 1 = — oo und iL = -|- oo dreimal das Zeichen 
wechselt. 

Wir nehmen an, E(xyz) = sei die Gleichung des 
Kegels in rechtwinkligen Koordinaten mit der Spitze als 
Ursprung. 

Es war § 18, Teil 1, wenn wir cos (x g) = y^^, coß(xij) 
= ^1« ®*c* setzen, 

^ = rii^+riiV+yis^'j y=y«i§ + ---» «=y8i5+--- 

und dies System gilt allgemein, wenn nur das alte System als 
rechtwinklig yorausgesetzt wird, das neue kann beliebig sein. 
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Wir erhalten: 

9) K (x, y, z) = §2 K (y^i, y^^, y^^) + 1?* K (y^^, y^,, y^^) 
+ C^K (y,3, y,3, y33) + 2 §i?P (y„ y,) + 2i??P (y., y«) 

+ 2?gP(y3,y,), 

wo y^ bedeutet, dafs wir yj^, y^^, y3i als die Koordinaten 
eines Punktes y^, auf der neuen ^- Achse im Abstand 1 von 
0, ansehen und entsprechend y^ und y,, und P (y^, y^) die 
Polarform K für die Punkte y^ und y, bedeutet etc. 
Aus der Gleichung 9) folgt wieder der Satz: 
Wählt man ein System konjugierter Durch- 
messer zu Achsen, so reduziert sich E(xyz) auf die 
Summe der drei quadratischen Glieder 

§^K(y,) + i?«K(y,) + ?«K(y3) = 0. 

Aufgabe 2. Aus dieser Gleichung zu beweisen: Jede 
Diametralebene halbiert alle der konjugierten Richtung 
parallelen Sehnen. 

Da die Hauptachsen (cf. § 28) ebenfalls ein Poldreikant 
bilden, so wird die Gleichung des Kegels 

1^ K(/S}3, ^J,, (JJ,) 4- ll K (/«(S) + g- K OJW), 

1 2 S 

wo der Exponent des ß sich auf die betreffende Wurzel k 
bezieht. Es ist nun K {ß\s) oder kurz K^ = /Jjg o^ (ß^) 
+ ß^B ^a + ßss ^sj da aber x:y :z = ß^^: ß^^: ß^^, so ist, 
gemäfs dem System a^ (x) = Ax etc., o^^ (ß) = X^ ß^f^ etc. 

und somit Kj = X^ n? etc. und somit erhalten wir die Haupt- 
form: 

10) A,|« + A,,?* + A,S* = 0. 

In der Hauptform der Gleichung des Kegels 
treten die drei Wurzeln der Hauptachsengleichung 
A(A):=0 auf und nur diese. 

Die Hauptform ist so einfach, dafs man alle bis- 
herigen Resultate aus ihr mühelos ableiten kann, man 
sieht sofort, dafs, wenn ^^ := A3, alle Schnitte parallel zur 
Ebene ij = Kreise sind, deren Centren auf der i^-Achse 
liegen, jeder Schnitt durch die y- Achse das Linienpaar 
Aj, y2 -j- A^ r^ = ausschneidet, also der Kegel Rotations- 
kegel ist. Ebenso ist evident, dafs jede Koordinatenebene, 
d. h. jeder Hauptschnitt, Symmetrieebene ist. 

6* 
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Ftir die Tangential- bezw. Polarebene findet man 

^1 ^^' ^KW^ + K Sr = 0. Soll die Ebene n, v, w, d 
Tangentialebene sein, so mnfs d = 0, ^'^uA^-i etc. sein, 
also ist 

11) unj-i + vn^-i + wUg-^^O. 

Die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten, wenn 
die Lösnng u==0, v = 0, w = ansgeschlossen wird. 

Haben alle drei k gleiches Zeichen, so wird der Kegel 
imaginär nnd nnr seine Spitze ist reell; dann mnfs die 
Gröfse a in A (^) § 6 als Summe der Produkte je zweier 
Wurzeln >0 sein. 

Haben zwei l das Zeichen -{- und das dritte das 
Zeichen — (oder sind zwei — und eins +> ^^ gleich- 
beteudend, da man die Hauptform bezw. die Grundform mit 
— 1 multiplizieren kann) so erhalten wir, wenn wir z. B. 

K = ^J ^2 == ]^; ^"8 = — "^ setzen. 

•ya <y2 »3 

Die Schnitte paraDel der Ebene z = sind Ellipsen, 
parallel der y- und x-Ebene Hyperbeln. Die Centren der 
Schnitte liegen auf der betreffenden Achse, die Asymptoten 
der hyperbolischen Schnitte sind den beiden durch den zu- 
gehörigen Hauptschnitt aus dem Kegel ausgeschnittenen 
Kanten parallel. 

Aufgabe 3. Die Hauptachsen des supple- 
mentären Kegels durch die Spitze. 

§ 7 Aufgabe 19 giebt aus der Äquivalenz der Systeme p 
und n, wenn wir die Hauptachsen fi nennen, fi = — «44 ^ " ^j 
und dasselbe Resultat erhalten wir aus der Hauptform 10), 
da wir diese mit einem beliebigen konstanten Faktor 
multiplizieren können. 

Aufgabe 4. Die Gleichung eines Kegels ist für 
rechtwinklige Achsen x^-f""V + -fi- + "^1^2.yz=0; 

ovo 

Hauptform? Welche Winkel bildet die Achse ^ mit den 
ahen Achsen? (x« — y* + z^ = 0). 

Aufgabe 5. Die Gleichung eines Kegels ist fttr 
rechtwinklige Achsen 
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wie Aufgabe 4 

(x* — y2 + 3z« = 0). 

Aufgabe 6. Die Gleichung eines Kegels im System 
X = fi = v = 60^ ist X« — y2 + 3z2 = 0; welche Winkel 
machen seine Hauptachsen mit den Koordinatenachsen? 

Wir transformieren zunächst auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem. Die neue (yO Achse sei mit der alten 
identisch, zur x'- Achse wählen wir die Linie, welche in 
der y-Ebene den Nebenwinkel von (4, halbiert, und die 
z'- Achse senkrecht auf der x'- und y' -Achse; sie liegt, 
wie geometrisch ohne weiteres klar, in der Ebene, welche 
den Winkel fi halbiert, in der auch y bezw. y' liegt. Wir 
haben dann (vgL Teil 1): 

(x'x) = 120<>; (x'y) = 90«; (x'z) = 60«; (y'x) = 60^; 

(y'y) = 0; (y'z) = 60^ 

cos(z'x) = J-; cos(z'y) = 0; cosz'z = j-. 

Nach § 18 Teil 1 erhalten wir aus x-|-yH-z = y' 

r-z' etc. leicht: 

4 

x = — x' ^z'; y = y'H j-z'; z = x' ^z^ 

Aufgabe 7. Die Hauptform eines Kegels ist A^x^-j-. 
= 0; Gleichung des Tangentenkegels von einem Punkt 

F { I . . . (vgl. § 4), geometrisch ist klar, dafs der Kegel in 
zwei Ebenen zerfällt, und dafs SP die Doppelgerade. Die 
Rechnung ergiebt entweder aus P^ (s s') — G (s) G (s') = 
oder aus der Gleichung der F^ in Strahlenkoordinaten 

mühelos w^ = g Yl^ : c, wo e = V Aj A, ^^ K (P) etc. und 
man sieht, dafs die Existenz vom Zeichen der Potenz des 
Kegels in P abhängt 

Aufgabe 8. Zu beweisen, dafs jede Ebene durch die 
Spitze den Kegel in einem Kegelschnitt schneidet, dessen 
Doppelpunkt die Spitze ist. 

Wenn x eine Lösung des Systems, so ist Ax etc. 
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ebenfalls eine Lösnng. Man kann den Satz auch dnreh 
Koordinatentransformation beweisen, da bei jeder Drehung 
nm den Nnllpnnkt die neuen Koordinaten homogene lineare 
Funktionen der alten und v. v. bleiben. 

Aufgabe 9. Die Gleichung des Schnitts des Kegels 
AiX^-4^... = durch die Ebene ux-f- vy-j- wz = auf- 
zustellen. 

Nimmt man als x'- Achse den Schnitt der Ebene {e) 
mit der y-Ebene, die z' -Achse in e senkrecht auf x', und 
y' senkrecht auf beiden, so hat man, wenn u^ -f" ^^ = P^ 
und u^ -f- v^ + ^^ = Q^ gesetzt wird, das folgende Tableau, 
wo die Cosinuszeichen fehlen. 

(x'x) = ^; x'y = 0; 

(y' X) = Y' y' y == -r 



hierans 



i'; 


X' z 




P 


V 

• 

q' 


y'z 




w 

q 


P. 
q' 


z'z 




UV 

pq' 


wv , 
z' 


etc 


1 



/ , \ — wv , 

(z' x) = : z y = 

"^ ^ pq 

X = — x' H y — 

p q pq 

und daraus für den Schnitt, für den y' = ist, 

x^a^ + z^b^ + 2 ab X z = 0, 

womit zugleich Aufgabe 8 bewiesen ist. 

Aufgabe 10. Durch einen Punkt als Spitze und einen 
durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene gegebenen 
Kegelschnitt den Kegel zu legen. 

Aufgabe 11. Alle parallelen Ebenen, welche nicht 
durch die Spitze gehen, schneiden den Kegel in homothetischen 
Kegelschnitten. 



§ 13. Der Cylinder. 

Unter Cylinder verstehen wir einen Kegel, dessen Spitze 
im Unendlichen liegt, bezw. eine F^, deren Doppelpunkt S 
im Unendlichen; wir beschränken uns, heifst dies, auf 
Cylinder zweiten Grades. 

— -^— ^^^^ wieder das System der vier oi (s) = 0, also 
Sj : s^ : 8^ : 8^ = a^^^ : a,^ : a^^ : a^^, wo die a die Koeffizienten 
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ron at4 in A bedentei). Da S im UnendUclien, so mafs 
a^^ = Bein. Wir haben also für den Cylinder 1) A = 0, 
^e beim Kegel 2) a,^ = nnd 3) dürfen nicht idle an 
zDgleich veracbwinden. Ist a^, ^ 0, bo liegt die Spitze in 
einer Parallelebene zur x-£benfi, ist anch noch a,^ = 0, 
80 liegt sie in einer Parallelen_mr z-Aehse. 

Da B^ ^= 0, so ist 8j : 8, : Sg ^ b,g : b,3 : bgg, wo die b 
die Bedentnng wie in § 11 haben nnd die Grleiohnngen 
des Paragraphen bestehen bleiben. Der nnendlich ferne 
Doppelpon^t oder die Spitze des Cyünders liegt also in der 
Bichtnng der Geraden, deren Richtnngsfaktoren b^g, . . . sind, 
bezw. bji, ... bezw. b,,,... 

Jede Gerade, welche diese Richtung hat, heifst 
Achse des CjUnders. 



(HyperboÜBcher Cylinder mit seinen Asymptotenebenen.) 
Aufgab e 1. Daa Koordiaatensystem so zu trans- 
formieren , dafs die neue z -Achse in die Sichtung der 
Cylinderachse fällt 

Die RichtnngBkoordinaten seien y^g, y^^, y,,. Man hat 
% = J-ii 8i' + yia B,' + j-ia 8,' + 8/; 
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wo Y^^^ y^^^ Yzi ^^ Bichtangskoordinaten der neuen x- Achse 
etc. bedeuten bezw. bei rechtwinkligen Achsen den Cosinus 
der Winkel; welche die neue x-Achse mit den alten Achsen 
bildet. Man lasse die Bichtungspunkte ins Unendliche rttoken, 
d. h. setze die Punkte Yi\Y^vY^vnv^'i YAYx^^ywY^^^^i 
Yz\YiiZi ^23? ^83» 0; so dafs also y^ und y^ beliebige un- 
endlich feme Punkte und y^ die Spitze ist. Da j 0, 0, 0, 1> 
so haben wir, wenn G(s) die gegebene Form: 

G(s) = s,'«G(y,) + s,'^G(y,) + S3'^G(y3) 
+ 2s/s/P(yiy,) + 2s3's3'P(y,y3) + 2s,'s3'. 

P(y2 Yz) + 2 s/s; P(y, 0) + 2 s/s/ P(y, 0) 

+ 2s3's/P(y3 0) + s/^a,,. 

WeU ^3 die Spitze, sind G{y^\ ^{YiY^), P(ygO) aUe 
= ; also reduziert sich 6 (s') bezw. G (s), wenn die Striche 
wegfallen, auf 

1) 8? G(y,) + 82 a(y,) + s^, a,, + 2s, s, P(y, y,) 
+ 2s,s,P(y,0) + 2s3S,P(y,0), 

also (\5gl. S. 74). 

Dreht man eine Achse in die Bichtung der 
Cylinderaehse, so verschwindet die betreffende 
Koordinate aus der Form des Cylinders. 

Aufgabe 2. Die Polarebenen aller Punkte gehen 
durch die Spitze, da für deren Koordinaten alle 4 a 
verschwinden, wie beim Kegel. 

Aufgabe 3. Alle Punkte, welche auf derselben 
Parallelen nach der Spitze, also auf derselben 
Cylinderaehse, liegen, haben dieselbe Polarebene. 

Für diese Punkte ändern sich in 1) s, s^ s^ nicht,, 
sondern nur Sg und dies kommt in 1) nicht vor. 

Aufgabe 4. Liegt ein Punkt P auf dem Cylinder, 
so liegt die zugehörige Cylinderaehse ebenfalls auf 
dem Cylinder, 

Aufgabe 5. Alle Punkte des Cylinders, welche auf 
derselben Achse liegen, haben die gleiche Tangentialebene. 

Aufgabe 6. Alle Ebenen, welche durch die Spitze 
gehen (d. h. die Bichtung der Cylinderaehse enthalten),, 
schneiden den Cylinder in Geraden, welche Cylinder- 
achsen sind. 
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Aufgabe 7. Parallele Ebenen, welche keine Cylinder- 
aehse enthalten (nicht durch die Spitze gehen), schneiden 
den Cylinder in kongruenten Kegelschnitten. 

Die Schar dieser Ebenen ist in der Form ax-j-by 
-|-c(z — C) = enthalten, wo ^ variabel; die Gleichung 1) 
ändert sich nicht, wenn man den Ursprung in der z- Achse 
nach dem Punkte x = 0, y = 0, z==S verschiebt. 

Die Gleichung läfst sich noch vereinfachen; es lassen 
sich generaliter die Glieder, welche die Koordinaten x und y 
in der ersten Potenz enthalten, beseitigen, und das Glied 
mit xy. Wählt man y^ in der Polarebene von y^, so ist 
P (y^ y^ ) = 0, das Glied x y fällt weg. Setzt man dann 

P(y 0) 

Sj = s^' — Sg ^y etc., so erhält man (Striche fehlen) 

2) s?G(rJ + s^G(r,) + Cs^ = o, 

wo C leicht zu bilden. 

Der Kegelschnitt, den 1 bezw. 2 bei festem z 
darstellt, ist dann ein centraler; der Punkt, dessen 

P(y 0) 

alte Koordinaten — ^ ,\ etc. sind, sein Centrum. 

6(yi) 

Es kann aber vorkommen, dafs dadurch, dafs P(yayi) 
= gesetzt wurde, von selbst G(yj) bezw. G(y2) ver- 
schwinden, und dann rückt der Mittelpunkt ins Unendliche; 
der Kegelschnitt wird zur Parabel. 

Es ist 

G (yj G (y,) - P^ (y, y,) = (y,, a/ + y,, a,' 

+ ysi ^si) (yi2 <'? + •••) — (/ii <'? + •••) (yi2 ^i' + • • 

Bezeichnen wir dieselben Verbindungen der y, die wir 
bei den aik mit bi^ bezeichnet haben, mit öi^j so erhalten 
wir unter Benutzung der Formeln 5 und 6 des § 11 

3) (iiyi)G{r,)-P'iy^y,) 

= (^18 <5l8 + ^28 ^2S + ^88 <^88)^ ' ^88 = Q« 

Da aber b^g, bgg, djg, d^g den Faktor V^bgg haben, so 
hat Q den Faktor bgg, d. h. also wenn bgg = und 
P (yj y^) = 0, so ist G (y^) bezw. G (y^) auch gleich Null. 
Ist bgg ^0, so haben G (y^) und G (y,) entgegengesetztes 
Zeichen, ist bgg>0, gleiches, also: 
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Je nachdem bgg, d. h. a^^ a^^ — a?2 >• 0, = 0, <0 ist, 
wird der Cylinder von jeder Ebene, die die Achsen- 
riehtung nicht enthält, in einer Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel geschnitten and je nachdem heifst 
der Cylinder: Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch. 

Der elliptische Cylinder wird, wenn C dasselbe Zeichen 
hat wie G(yi), imaginär. 

Aufgabe 8. Der Parabolische Cylinder wird 
von der unendlich fernen Ebene berührt. 

Für jeden unendlich fernen Punkt des Cylinders ist 
die Bedingung des Ineinanderliegens von Pol und Polare 
erfüllt; die Tangentialebene eines unendlich fernen Punktes 
der Fläche geht durch jeden andern unendlich fernen Punkt. 
Da jede Ebene, welche den Cylinder berührt, ihn in einer 
Kante berührt, so hat der Parabolische Cylinder Eine un- 
endlich ferne Kante. 

Aufgabe 9. Der elliptische Cylinder hat keine (reelle) 
unendlich ferne Kante, der hyperbolische zwei. 

Aufgabe 10. Die Spitze eines Cylinders liegt in der 
Richtung a, b, c, der Cylinder soll durch den Kegelschnitt 
qp2(s) = 0, 9^(s) = hindurchgehen. 

Da eine Verlegung des Ursprungs in der Richtung der 

Cylinderachse die CJylindergleichung nicht ändert, so mufs 

9^ (s -f- ar s^) = und qp^ (s -f- ar s^) ^ sein. Aus der 

w^ (&) 

zweiten Gleichung erhalten wir r = ., -i r.^ ^ind das 

^ qp^ (a b c 0) 

giebt für die Gleichung des gesuchten Cylinders 

9)i"(a) y2(s) — 2 yi(8) 9)^(a) P (8, a) + ^^"(s) ^^(ab c 0) = 0. 

Aufgabe 11. Um einen gegebenen Quadrik G(s) den 
Cylinder zu beschreiben, dessen Achse gegeben ist. 

P« (sab cO) — G(s) G(ab cO) = 

so z. B. ist der einer Kugel umschriebene Cylinder, dessen 
Achsenrichtungswinkel a, ßy y sind (rechtwmklige Achsen, 
Centrum Ursprung). 

C = X* sin^ « + y ^ sin® /^ + z® sin* y — 2 x y cos a cos /9 

— ... — r« = 0. 

Da sin* a = cos* ß -f- cos* y etc., so ist sofort klar, dafs 
C (cos a, cos ßj cos y) ^ ist. 



wo 8 = 0^^ 

Wurzel X = 
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§ 14. Die Transformation auf die Hauptachsen. 

Jedes System konjugierter Durehmesser eines Schnitt- 
kegelschnitts bildet mit der Eantenrichtung ein Poldreikant. 
Um das rechtwinklige zu finden, betrachten wir eine Beyesche 

Achse durch 0, auf der ein unendlich femer Pol a { s^', s^', Sg', 

bezw. { x', y', z', liegt, es ist dann wieder 

und wir erhalten das Gleichungssystem n des § 7 und somit 
für l die Gleichung A (A) = 0, welche, da a^^ = ist, die 
Wurzel hat (vgl. S. 65). Sie reduziert sich auf 

4) ;i(;t2 — is + a) = 0, 

»22+ »88» ^=l>1i + ^2+^88 ISt. DlC 

giebt, wie vorauszusehen, als eine dieser 
Achsenrichtungen die Richtung der Cylinderkanten mit den 
Faktoren b^g, b^g, bgg. Wir nehmen zunächst an, dafs 
bgg :5^ 0, dann sind die beiden Wurzeln X^ und X^ von 
verschieden. Die Resultate des § 12 bleiben bestehen, die 
drei Hauptachsen stehen aufeinander senkrecht. Wir wählen 
ihr Dreikant zum Eoordinaten-Achsen-Dreikant und ordnen 
die neue x-Achse der Wurzel A^, die neue y-Achse der 
Wurzel ig, die neue z- Achse der Wurzel X^ = zu. Es 
wird dann PC/j/g) von selbst zu Null, Gr{y^) und Gr(y^) 
werden wieder zu X^ und /, und wir erhalten 

8Ui + S2Aa+8!agg + 2s,8gP(y,0) + 2s,S3P(y,0) = 0, 

wo wir für P(yi,2 0) auch schreiben können (^^ (^1,2). 

Verschieben wir nun das Koordinatencentrum nach 

** { "~T^' "^^^^^^ z = z, so erhalten wir die Normal- 
form des centralen Cylinders 

5) gJi^_j_s2A^^C = 0. 

Die Richtungsfaktoren der drei Hauptachsen sind 

^8 l "l8> "28> "88 5 ^1 i "T" "18 I ^1 »18 5 ^^28 T" ^2 »28 5 

^88 — ^+^1»88J 

WO zur Vereinfachung von ß^ die Gleichung 4) benutzt ist. 

Der Cylinder kann angesehen werden als F^ mit einer 

ganzen Linie von Gentren, da jede Sehne, welche durch 
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einen Punkt M geht, in M halbiert wird. Der Gylinder ist 
elliptisch, wenn A^ und A, das gleiche Zeichen haben, dann 
mnfs in 4) a^O sein, da aber <^ = bji -|-b,2 -j-^ss (^S^ 
5) und 6) des § 3) gleich b.;;' (bJs + bla-f ^ss), so heifst 
dies also bgg > wie bereits bewiesen. Ebenso ist der 
Cylinder hyperbolisch, wenn ö" < 0, d. h. bgg < 0. Wenn 
bgg = 0, rückt M ins Unendliche. Der elliptische Cylinder 
ist imaginär, sobald C in 5) dasselbe Zeichen hat wie X. und A,. 

Die Berechnung von C vereinfacht sich zwar dadurch, 
dafs a^^ bjLg -j- sl^^ b^g -j- a^^ bgg = 0, indessen ist sie fttr die 
Entscheidung über die Art des Gylinders nicht nötig. Man 
kann den Satz benutzen: 

Aufgabe 1. Alle Ebenen, welche die Kanten schneiden, 
schneiden gleichartige Kegelschnitte aus. 

Die Ebene z = schneidet den Cylinder in der C^ 

aiix2 + 2a,,xy + a,,y2 + 2a,4X + 2a,^y + a^^ = 

und diese ist Ellipse und reell, wenn bgg > und a^ j a^^ > 0, 
Ellipse und imaginär, wenn bgg >- und a^^ a^^ < 0, Hyperbel, 
wenn bgg << 0, und Parabel, wenn bgg = 0. 

Man sieht aus dem Anblick von C sofort, dafs wenn s, 
d. h. a^i -f- a^a + agg >- 0, und a^^ auch ^ 0, dann C >• 0, 
d. h. der Cylinder imaginär ist. 

Aufgabe 2. Die Berechnung von C. 



Es 



\Bt-^pl = -^ia,{ß,)y,wonl = ^^^ 



K K n? 



= /S88(/?U + /^2 + /^8) = /?J8T; T=a— 2AiS + i? = — AjS, 

also n? = — /^3 \ s. Es ist 

^4 iß^) = ^14 /^{s + »24 /Jas + »34 As. 

Weil a^^ = 0, gelten die Gleichungen aj^bü + aa^bBi 

+ a3^b8i = 0, also ai4 ^ a^^ • »«4 = ^ (^is) = *> 0>28) • ^ (^ss)» 
wo das b vor der Klammer andeutet, dafs wir dieselben 
Verbindungen mit den bik vorzunehmen haben, wie früher 
mit den aik, um die hw zu bilden. Die drei KoefSzienten 
sind einzeln 0, aber sie verhalten sich wie »is • »28 * ^s» 

folgUch a,(/?') = -?^ii/^«., also -?lM = _ 4- -^ und 

"^8 ^1 ass ® 



6) c^-^{lhiZZ^^U±h^)^^^. 
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Aufgabe 8. Rechtwinklige Koordinaten; Fläche 
(c(x — a) — az)^ + (e(x— /?) — bz)2 — r^=:0, wo abca, 
r Eonstanten (a, b, c Richtnngsfaktoren der Spitze; Schnitt 
durch die Ebenen z = d? Hauptform?) 

Aufgabe 4. Gjlinder, dessen Achse der Schnitt der 
Ebenen xa-f-yb-f-zc±=0, xsJ -{-jh' -^ze' = ist. 

Bezeichnet man die erste Form mit e und die zweite 

mit «', so mufs, wenn ein Punkt P { a/Jy { p auf der Fläche 
liegt, auch die ganze Parallele zur Aehsenrichtung auf der 
Fläche liegen. Die Gleichungen dieser Parallelen sind 
£ — €p = 0, c' — €p' = 0, es mufs also die gesuchte Gleichung 

6) q>^ («, €') = 

sein, wo q>^ eine Funktion zweiten Grades bedeutet. 

Aufgabe 5. Gylinder, dessen Achse der Schnitt der 
Ebenen € = 0, e' = ist und der durch den Kegelschnitt 
q>^ (x, y, z) = ; c" = hindurchgeht. Aus den drei 
Gleichungen a x -f- b y + c z = €; a' x -j- b' y -f- c' z = «'; 
a" X + b" y + c" z = bestimmen wir x, y, z als Funktionen 
von € und e', und setzen diese Werte in q)^ (x, y, z) = ein, 
das giebt i/;^ (c, e) = 0. Diese Gleichungen stellt a) einen 
Oylinder dar, b) ist sie erfüllt, wenn q> (x, y, z) = und 
a ' X + 1>" y 4" ^ ' 2 = ist. Welche Bedingung müssen die 
drei Ebenen erfüllen? 



§ 15. Der Parabolische Cylinder. 

Wenn in der Hauptachsengleichung des Cylinders a = 

wird, d. h. bgg = = a^^ a^^ — a?2, so wird generaliter eine 
zweite Wurzel X der Hauptachsengleichung 0, und alle bik 
sind 0. 

Aufgabe 1. Die Ausnahme zu untersuchen. 

a = w? + w| + wJ = wj(l + ^ + ^) 
also wenn bgg = und -r^ endlich und bestimmt bleibt, 

"28 

dagegen bgg :bjg und bgg rb^g = 0, so verschwindet a im 
allgemeinen nicht. Dies tritt ein, wenn die Cylinder* 
achse auf der z-Achse senkrecht steht. 
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DaXs alle bik, von der Aasnahme abgesehen, ver- 
schwinden, folgt aus den Gleichungen 5 und 6 des § 11^ 
denn wenn bgg = 0, so sind auch b^g = und bgg = 0. 
Wenn aber die Achse eine bestimmte Kichtung hat, so sind 
Ka ' "^28 ^^^ ^18 • ''^ss bestimmt (den Ausnahmefall Aufgabe 1 
werden wir bei den Ereisschnitten näher betrachten) und 
folglich bjj = b^g (bjg : bgg) = und \^ desgl. und ebenso büc. 

Aufgabe 2. Den Beweis des Yerschwindens der bik 
geometrisch zu führen. 

Es sind die Richtungskoordinaten der drei Achsen l 
den Gröfsen a^g, a^g, agg proportional, da mit bgg auch b^g 
und bgg verschwinden. Die Richtungscosinus x, y, z der 
Achse A^ = /jj = genügen den Gleichungen Oi(a) = 0, d. h. 

ai8X + a^«y + aggZ = 0; 
d. h. die Achse steht auf den drei Geraden gifa^^ja^^, a^gf 

Sa 1^2 7 Szi^s senkrecht. Die drei Richtungen gehören 

a a 

also Einer Ebene e an. Ist nun bgg = 0, d. h. " — *® 



'88 — ^' "• "• o — a ^ 

so sind die xy -Projektionen von g^ und g^ der Richtung 
nach identisch, d. h. also : die Ebene e enthält der Richtung 
nach die z- Achse. Die Cylinderachse X = steht also auf 
der Ebene e senkrecht. Die Gleichheit zweier Achsen ist 
aber vom Koordinatensystem unabhängig, ist invariant und 
es müfste also die Cylinderachse auf jeder beliebigen zweiten 
Achse, d. h. jeder Geraden, senkrecht stehen. Der Wieder- 
spruch löst sich nur dann, wenn die drei Geraden g^, g^, gg 
in eine Einzige zusammenfallen, d. h. also: wenn 
alle b ^ 0, d. h. 

1) B^^ : a^jj : a^g = a^g : a^g : agg = a^g : agg : agg, 

d.h. aber K(s) in G(s) ist ein vollständiges Quadrat. 
Dies ist also die nötige und hinreichende Bedingung, dafs 
G(s) einen parabolischen Cylinder darstelle. 

Aufgabe 3. Die Richtung der Achse zu bestimmen. 

Die Cylinderachse mufs auf g | a^g senkrecht stehen und 

zugleich auf gta^.yag^, a,^, weil für ihren unendlich fem^ 
Punkt a, b, c, (die Spitze oder Doppelpunkt) alle 

also auch cr^ j a^^ a -f- ag^ b -|- ag^ c verschwinden. 
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Aufgabe 4. Die Hauptform des ParaboÜBchen Gylinders 
herzuleiten. 

Die Gleichung 4) des vorigen § geht, da P (y, 0) = 
ist, über in s| A3 + sj a^^ + 2 s^ s^ a^ (y^) = 0, wo /, = s 

= a^^ -f- ^2 + *hj8> woraus sich sofort als Hauptform ergiebt 

2) i?«A8 + 2?c = 0. 

Aufgabe 5. Die Form 2) direkt aus der gegebenen 
Form 6(s) = herzuleiten. 

Die Bedingungen 1) sagen uns, dafs E (s) ein voll- 
ständiges Quadrat, d. h. dafs 

'G(8){(xV^+yVli;; + z/i;;r + 2xa,, 

+ 2ya,4 + 2za3^ + a^^ 
oder 

G(8){|(x/^ + . ..)« + ... 

Setzt man nun ri^y — ^ + • • •> d. h. also, da Vü^ 

:V"ä^:Vli^ = ai8 •. »38 : a^3, setzt man die neue y- Achse 

pariJlel gg, so kommt 6 (s) { s ij* -|- 2 a^^ x + . . . 

Setzt man nun n* = au + af4 + aj4 und n § = aj^ x 
+ ag. y -|- ag^ z, d. h. also die neue x- Achse parallel g^, 
so erhält man 

G{si,« + 2n§ + a,,. 

Verschiebt man die Koordinaten parallel nach 0, 0, —--, 

so ergiebt sich uns 2). 

Ist ai4 a^g +»948^3+ ag^ agg = 0, so stehen auch gg 
und g^ aufeinander senkrecht und die ^-, 1;- und z- Achse 
bilden ein rechtwinkliges System. Die Gleichung 2) stellt 
bei beliebigem z eine Parabel dar, bezogen auf ein Paar 
konjugierte Achsen. 

Aufgabe 6. Fläche x2+4xy + 6xz + 4y« + 12yz 
+ 9z2 + 2x + 4y— 6z+l = 0. 

Aufgabe 7 wie Aufgabe 6), aber Koordinatensystem 

Winkel der Hauptachsen mit den gegebenen Achsen. 



IV. Absclmitt 

Die eigentHchen centralen Flächen zweiten 
Grades in allgemeiner Behandlang. 

§ 16. Der Asymptotenkegel. 

Die allgemeine Form der eigentlichen F* mit Centrnm 
war G (s) = K (s) + s^ E (s) ==0, wo A 9^ 0, K (s) die Form 
eines Kegels, d. h. a^^ ^ nnd E (s) eine Ebene. Wählte 

man das Gentrum M { ai 4 zum Ursprung, so reduzierte sich 
E (s) auf a\^ s^ i= c s^ = (A : a^^) s^, d. h. E (s) = würde 
zur unendlich fernen Ebene. 

Aufgabe 1. Die Transformation auf das Centrum aus- 
zuführen. 

Sl,2S = 8'l,28 • «44 -\- S4' «1,28 5 S4 = S4' -|- S4' «44. 

G (s) = aLK(sO + 2 (s,<T, (M) + s,(t, (M) + s« o^ (M) 
+ 0(74 (M)) «4484' + s1G(M){K(s') + A:ö44. 

Die Eonstante G kann man auch gleich — 1 setzen, 
da der Kegel K(s) sich durch Division mit — C, welches 
^0 ist, nicht ändert, bezw. der Längenmafsstab auf dem 
Kegel beliebig ist, wir haben daher 

G (s) { K (s) — sj = { K (x y z) — 1 = 0. 

Der Kegel K(s) = hiefs der Asymptotenkegel, da 

für S4 = 0, d. h. für alle unendlich fernen Punkte G (s) { K (s). 

Aufgabe 2. Jede iEbene schneidet die F^ und ihren 
Kegel in homothetischen Kegelschnitten. 

Aufgabe 3. Die Hauptachsen des Kegels und all- 
gemeiner jedes System koigugierter Durchmesser des Kegels 
bilden ein System konjugierter Durchmesser der F^. 
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Die Gröfsen a^,o^, a^ sind für beide Flächen identisch. 

Aufgabe 4. Der Kegel K und die P^ haben im End- 
liehen keinen Punkt und keine Tangentialebene gemein. 

Aufgabe 5. Eine Gerade, welche einer Kante des 
Kegels K parallel ist, schneidet die F^ im Unendlichen. 

Sind a, b, c die Richtungsfaktoren einer solchen Geraden, 
so ist K (a, b, c) = also G (s) = K (x^) + 2 r P (x^, a) 
-[-r*K(a) — 1 = eine quadratische Gleichung, für welche 
der Faktor von r® = 0, d. h. also : eine solche Gerade hat 
mit der F^ einen Punkt im Unendlichen und generaliter einen 
Punkt im Endlichen gemein (vgl. S. S. VIE S. 3 und 4). 

Aufgabe 6. Eine Gerade, welche einer Kante von K 
parallel ist und in der Tangentialebene desselben in dieser 
Kante liegt, hat mit der Fläche entweder keinen oder alle 
Punkte gemeinsam. Das Letztere tritt ein, sobald die Gerade 
einen Punkt mit der Fläche gemeinsam hat. 

Aufgabe 7. Eine Tangentialebene an dem Kegel K, 
welche die Fläche F® schneidet, schneidet sie in zwei der 
Berührungskante parallelen Geraden. 

Aufgabe 7a. Diesen Satz durch Rechnung zu beweisen. 

Man mache die Tangentialebene P (x, a) zur Ebene z = 0. 

Aufgabe 8. Wenn der Kegel Rotationskegel, ist die 
Fläche Rotationsfläche, und wenn der Kegel der Kugelkegel, 
ist die Fläche Kugel. (Aufgabe 2 ; es genügt daher für die 
Kugel, dafs in der Hauptachsengleichung 3 <7=s® und 27a=s^ 

Aufgabe 9. Für den Kegel hatten wir nur die beiden 
Fälle zu unterscheiden: 1) alle 3 X gleiches Zeichen, 2) zwei 
gleiches Zeichen, das Dritte entgegengesetztes ; wie viel Fälle 
haben wir für die F® zu trennen? 

1) alle 3 l negativ (das ursprüngliche K (s) ist mit 

c = dividiert), 2) alle 3 X positiv, 3) zwei l positiv, 

das dritte negativ, 4) zwei X negativ, das dritte positiv. 
Die zugehörige F^ unterscheiden wir als 1) imaginäres 
Ellipsoid, 2) (reelles) Ellipsoid, 3) einschaliges Hyper- 
boloid, 4) zweischaliges Hyperboloid, deren gemein- 
same Hauptform 

G(s) = /,x« + A,y« + /3Z^ — 1 = 
wir fortab zu Grunde legen. 



Simon, Anal. Geometrie der Flftchen sweiton Grades. 
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§ 17. Ebene Schnitte. 

Um den Schnitt der Ebene E (s) { b^\^ -f" ®2^8 H" h\s 
-|-B^b^g = mit G(g) zu untersuchen, kann man E(8) zu 
einer der Koordinatenebenen machen, wie wir dies schon 
Teil 1 gethan haben. 

Aufgabe 1. Schnitt der Ebene x-f-y-f-z — 1 = 
und der Fläche G (s) = 0. 

Um das Koordinatensystem in der Ebene so zu haben, 
wie es in der Ebene gebräuchlich, wählen wir die Schnitt- 
linie der Ebene als ^- Achse und in der Ebene -f-§ rechts 
von -|- £, und rj nach -|- y hin senkrecht auf E. Es ist 

; y = 0; die tj- Achse 



dann die ^- Achse \ 



wenn E { xu -f- y v -|- z w = ist, d. h. wenn 



cos (p sm q> 

— = ^ = — 
u V w 

wir den Ursprung zunächst ungeändert lassen; die ^- Achse 

bestimmt man dadurch, dafs sie auf der Ebene {^rj) { — v 
sin qp X + (n sin qp — w cos 9p) y -f- z v cos 9p = senkrecht 
steht. Der Winkel 9p ist durch seine Tangente bestimmt. 

u — w 



Es ist sin 9p = 



-, cos 9p = 



wo 



p2 = u* -|- W^'j 



P P 

setzen wir noch n® = u® -f- v* + ^^ so ist das Tableau 



V 



? 



vu 

"P^ 
u 

— w 



also 



X = 



z = 



p ' 


vu 


pn 


. +P' 


pn 


TW 



■+P 

pn 

V 

0; 



2 



TW 

■pn 
w 
n 

u 



u 



w 



pn 



l + 1-^ + JO 
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Für die schneidende Ebene ist i? = 0, also 

VU ^ ^ W P ^ VW j. , ^ u 



^-£-^; y = ^^; z = -^i+£^. 



pn p ' -^ n ' pn • p 

Ist die schneidende Ebene ux-f-vy + wz — d = 0, so 
verschieben wir das Koordinatensystem parallel in den Punkt, 
in welchem die i;- Achse die Ebene sehneidet, dann mufs für 

g, ly, ^ = 0, X = etc. sein, also haben wir , , 

hinzuzufügen. 



n 

Hier ist u=l, v = l, w=l, d = l, p = /2^n = /3^ 






/6 V2 VS' 

Wir erhalten den Kegelschnitt 

Aufgabe 2* Alle parallelen Ebenen schneiden die F^ 
in homothetischen Kegelschnitten. 

Da diese an sich einfachste Methode die Schnitte zu 
untersuchen mit weitläufiger Rechnung verknüpft ist, kann 
man die Methode dadurch ändern, dafs man durch die 
Schnittkurve eine passende Spezialfläche zweiten Grades 
legt. Wir wählen einen Cylinder, dessen Achse auf der 
Schnittebene senkrecht steht, also die gleichen Richtungs- 
faktoren hat. Wir haben dann 

1) C (s) = G (s) + E (s) H(s) = 0, 

denn C (s) mufs verschwinden, sobald G (s) und E (s) gleich- 
zeitig verschwinden. H (s) = stellt dann eine zweite Ebene, 
die Nebenebene, dar und G(s) = und H(s) = be- 
stimmen die zweite ebene Schnittkurve der beiden Flächen 
zweiten Grades (vgl. § 1). H(s) ist dann völlig bestimmt, 

es sei ! 2 u, 2 V, 2 w, d. Es hat dann G (s) die Koeffizienten 

der Glieder zweiten Grades in x, y, z 

7* 
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aii = '^i + 2bj8u; ai2 = bigV + b28w; a^g =bi8W + b88U 
^99 = -^2 + 2 bagv; a^g = b28 w + bggV; a88 =-^0 + 2 b88W. 

Man sieht sofort, dafs G (s) sich nicht ändert, wenn 
man bi8 * * * ™^^ n . . . vertauscht. Setzt man wieder 
»11 + »98 + »88 = 8? bjj + bgg + b88 = o, so habcn wir 
für die Hauptachsen des Cylinders, welche ^tO sind, die 
Gleichung 

2) L^ — Ls + (T = 

und fttr die Richtungsfaktoren der Gylinderachsen 

bi8?ba8)b88 7 bi8-|-Lai8; b28-rL»28 5 

b'88 + L' agg etc. 

Da die Gylinderachsen die ßichtungsfaktoren b^g etc. 
haben, so sind die gestrichenen b von den ungestrichenen 
nur durch einen konstanten Faktor verschieden, und so lange 
dieser nicht 0, ist es gestattet sie zu identifizieren. 

Die Gleichung 2 ist zugleich die Hauptachsen- 
gleichung des Schnittes. 

Aufgabe 3. Die Richtung der Nebenebene zu bestimmen. 

Da für den Gylinder a^^ = 0, so haben wir zur Bestim- 
mung von u, V, w das System ai i b^g + »2i b'28 + »si b'88 = ^ 
oder 

3) uab'88 + b\8 (ub',8 +yKs + wb'gg) 

+ b'i8 ^1=0 etc. 
wo es in 3) gleichgültig ist, ob wir b oder b' meinen, dagegen 

o = (b'?8 + bis + Vis) : b'gg = b'gg : cos^ y = b',g : cos ß 
cos y = b',g : cos a cos y, wo a, ßy y die Richtungswinkel 
der Schnittebene E sind. Bezeichnet man die dem Gosinus 
des Neigungswinkels zwischen Haupt- und Nebenebene pro- 
portionale Gröfse mit ^, und führt man als Unbekannte 
^b'i8, vb'28j wb'88 Diit X, y, z ein, so haben wir nach 
Division mit b'i8 etc. 

3a) — \ U^-f L=0 etc. 

^ cos^ a ' ' ^ 

und da ^ = x-f-y-|-z ist, erhalten wir für ^ 

4) — 2 ^ = A, cos« « + A^a cos« /? + ^8 cos« y. 

Die Gleichungen 3 a) bleiben, weil nur von den Quotienten 
der b abhängig, auch für den parabolischen Gylinder richtig. 
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Aüfi 3) sieht man, dafs, sobald einer der Bichtungs- 
faktoren von E, z. B. b^g verschwindet, aaeh der entsprechende 
der Nebenebene verschwindet, z. B. n nnd damit a^, und a^g. 

Aufgabe 4. Ist die schneidende Ebene einer der 
drei Hauptachsen parallel, so ist es auch die Neben- 
ebene und die eine Hauptachse der Schnittkurve ist 
der betreffenden Hauptachse parallel. 

Aufgabe 5. Die Qualität des Schnittes zu bestimmen. 

Der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nachdem 

der Cylinder elliptisch etc., d. h. also nach § 13, je nachdem 

"^88 > 0, =0, <C 0. Es ist aber bgg = a^, ag^ — a?2, und 
es ergiebt sich 

5) bgg = cos^ y (AjL Ag cos^ y -|- X^ \ cos^ a -f- ^g ^i ^^^^ ß) 

= cos^ y R 

also der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyperbel, je 
nachdem K>>0, =0, <0 ist. 

Aufgabe 6. Die Hauptachsengleichung des Schnittes. 
Aus 2) ergiebt sich, da s = 2'A-|-2^ ist und flr = b88 
: cos^ y = ß 

6) L^ — LI:A sin2a + R = 0. 

Die Achsen selbst sind dadurch nicht bestimmt, sondern 
ihr Verhältnis. 

Aufgabe 7. Die Konstante der Nebenebene. 

Sei c(s) = G(8) + 2 E(s) H(s), 

wo E(s) = bi3 Si+bgg 8a+l>88 Ss + ds^ und \^ etc. 
= cos a etc., wo a, /S, y die Richtungswinkel von E, d ihr 
Abstand vom -Punkt, dem Centrum der G(s). Sei 

H { u, V, w, — (5, so haben wir zur Bestimmung von (J die 
Bemerkung, dafs die Koordinate z' verschwinden mufs, wenn 
man die z- Achse in die Cylinderachse dreht. Lassen wir 
die X- und y-Achse, so haben wir das Transformationsbild 



1 





1 





"H "9« 


\i 



und da das alte System rechtwinklig, so ist das Resultat 
der Transformation, da x = x'~|-z'l3jg, y = y' + z'b,8. 



z = b88z' ist: 
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x^a^i + 2xya^3 +y2aa3 + 2xza,(b,3...0) 

+ 2yz(T,(b,3...0) + 2xai, + 2ya2, + 2z<7,(b,3...0) 

+ z«G(b,3...0) + a,, = x^a,, + 2xy a,, + y^a,^ 

+ 2 X a^^ + 2 y ag^ + a^4 = 0. 

Da a^ (b^ 8 . . . 0) = sein mufs, so erhalten wir 

— d2.(ub,3+vb,3 + wb33) = 2(J(b?2 + bL + b?3) 
oder 

7) 2Ä = — 2^d = d(A^cos^a + Ä2 cosV + ^8 cos^)- 

Das Verhältnis der Eonstanten der Schnitt- 
ebene und ihrer Nebenebene ist nur von der Richtung 
der Schnittebene abhängig. 

Aufgabe 8. Den Pol einer Schnittebene zu bestimmen. 

Wir haben f cos a = A^ Xp etc., f d = 1, also Xp = Xr^ 

cos a . d-^ etc. und -r- — y^^j- = , ^^_^ = -r- — —7^. 

Hiermit ist wieder bewiesen (vgl. § 5 Aufgabe 10): 
die Pole aller parallelen Ebenen liegen auf einem Durch- 
messer 2), die konjugierten Durchmesser der Fläche und 
ihres Asymptotenkegels sind identisch. 

Aufgabe 9. Das Centrum der Sehnittkurve zu 
bestimmen. 

Aus geometrischen Gründen ist ersichtlich, dafs das 
Centrum da liegt, wo der konjugierte Durchmesser 
die Ebene schneidet. Bechnung: Zieht man durch diesen 
Punkt x' eine Gerade der Ebene in der Richtung u, v, w, 
so ist u bjg + V bgg + w b33 = 0, wie bekannt; für die 
Schnitte der Geraden mit der Fläche haben wir 

G (x, y, z, 1) = G (x' . . . 1) + r f (u bi3 + v b23 + w \^) 

+ r2G(u,v,w,0) = 

und, da der Koeffizient von r verschwindet, so wird die 
Strecke zwischen den Schnittpunkten in x' halbiert. 

Für die Koordinaten des Centrums haben wir, wenn 
wir d : b^3 l~ ^ + ^28 ^2"" ^ "I" "^88 ^3"" ^ ™* ^ bezeichnen 

ö) X<j — Dj^3 A. C ; • . . 

Aufgabe 10. Die Koordinaten des Centrums aus der 
Gleichung des Schnitts in Aufgabe 8 zu bestimmen. 
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Aufgabe 11. Den Schnitt der Fläche x^-f y« — z« 
— 1 = und der Ebene x-j-y — z — 1 = zu unter- 
suchen. 

§ 18. Ansgezeichnete Schnitte. 

Aufgabe 1. Wann ist der Schnitt eine gleich- 
seitige Hyperbel? 

Es sind die Hauptachsen des Schnitts entgegengesetzt 
gleich, also mufs in deren Gleichung 6, § 17 der KoeflSzient 
von L verschwinden, also: 

1) Ai sin^ a + /g sin V + K sin V = 

*-^' (^1 +^2 +^8) = (^iCos^ « + •.•). 

Man sieht, dafs fflr die Ellipsoide diese Bedingung (für 
reelle Schnitte) unerftülbar. 

Aufgabe 2. Die Ebenen, welche aus einer centralen 
F^ gleichseitige Hyperbeln ausschneiden, sind den Tangential- 
ebenen des Kegels mit den Achsen (Ag -|- Ag) - 1; (A3 -|- AJ " i; 
(Aj + ^) ~ ^ parallel. 

Man multipliziere die zweite Form von 1) mit 

cos^ a + cos® ß -f- cos® y = 1- 

Aufgabe 3. Diese Ebenen sind den Tangentialebenen 

an die Fläche x® Ar ' + y 2 Ar ' + z® A«- ' — 1 = p araüel, 

welche vom Centrum den Abstand T^ A^ -|- A^ -f" ^s haben. 

Die allgemeine Gleichung giebt, wenn die Ebene 

{ cos a, . . . d ist, für die Tangentialebene an die Fläche 

Aj X® -|- die Bedingung d® = cos® a A ~ ^ -j- cos® ß A — ^ 

+ cos®yA3-i. 

Aufgabe 4. Die Ebenen dieser Schar durch einen 
festen Punkt P { x^. 

{^ — Xq)^ , (y — Jo)' , (z — Zq)® ^ Q 

Ag -r Aj A3 -|- Aj Aj -f- Ag 

Aufgabe 5. Wann ist der Schnitt parabolisch? 
Der Cylinder ist dann ein parabolischer, die Cylinder- 

achse {bis steht senkrecht auf der Achse { a^g \^ 2i^^ bezw. 

T^aii und die dritte Achse auf beiden; ihre Riehtungsfaktoren 

sind p q r, wo p = bas Y^ — bsa V^ etc. Es ergiebt 
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sieh sofort p* = ^ b^^ -f i, b^^^ etc., somit, da p bis + q ^2» 
-|-rb88 = ist, 

2) bi8}arb|;+Vbf7+... = 0. 

Befreit man diese Gleichung in bekannter Weise von 
den Irrationalitäten, so ergiebt sich als Bedingung für die 
Richtnngskosinns der Schnittebene 

3) cos« a V ^ + cosV 'L- ^ + cos« y^f^ = 0, 

d. h. : 

Die Parabolischen Schnitte einer Centralfläche 

'zweiten Grades sind den Tangentialebenen des 

Asymptotenkegels parallel. 

Aufgabe 6. Wann sind die Schnitte Kreise? 

Der Cylinder mufs zum Rotationscylinder werden L^ 

s s« 

= L^ = -—: a = -r und nach § 17 
z 4 

bi8 + Liai3 = 0; b33+Lja88 = 0; b^j — (J + L^agg = 0; 
^9+irai« = 0, also 



|-.,. = o, .1.. i^ = ^ = if 



'18 "«8 '^12 

aufser wenn eins der b, z. B. bgg gleich 0; daraus folgt 

u : V : w = bjg : bjg : b^«. 
Dann haben wir 

C(s) = G(s) + cE2(8), 

d. h. die beiden Schnittkurven sind parallel und 
unser System a^ b^g -|- . . . etc. giebt 

^i+c(l>?8 + t»L + b^) = 0;A, + c(b^^ + ..) = 0; 

P.3 + . . = 0, 

Wenn also keins der b gleich Null, 8omufsG(s) 
eine Kugel darstellen, die bis sind willkürlich, und wir 
finden wieder die bekannte Eigenschaft der Kugel, von jeder 
Ebene in einem Kreise geschnitten zu werden. 

Ist G(s) keine Kugel, so mufs eins der b' gleich 
sein, d. h. die schneidende Ebene einer der Hauptachsen 
parallel sein; dann werden an sich alle b'is gleich Null,, 
aber, da die schneidende Ebene eine bestimmte Richtung 
haben soll, so können wir, wenn z. B. b'gg = 0, d. h. die 
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schneidende Ebene der z-Achse parallel ist, setzen b'gg • b'a« 
= ^88 • ^38 ^^^ unsere Systeme bleiben, nur w ^ und bgg 

sind 0, y = A8- 

Wir haben dann, da agg = Ag, weil bgg w gleich ist, 

c) a^i bi2 + a^a bia = 0; a^^ b^g + ^2% Kz = 0, 
oder mit Benutzung von b) 

aiib23 = a22b2^, 

j 1 &II 8*22 ftll -h ^22 

b2 h2 b2 4-h2 ' 

"28 "13 "13 ^ "23 

Es ist erlaubt, bis = cos a; b23 = cos/J zu setzen, wo- 
durch 

^11 = ^18^3 5 ^22 = b23A8, 

und damit sind 2 u big und 2 y bas als Funktionen von bis 
und b28 bestimmt. Die Gleichung a) giebt dann 

d) h = ^1 hl + h h^. 

Ag Ai A2 ^3 



Hiermit haben wir zwei Scharen von Ebenen, je nach- 
dem wir die Wurzeln mit gleichen oder entgegengesetzten 
Zeichen nehmen, und, da wir ebensogut bis = oder b23 = 
(bezw. bii oder b22) setzen könnten, so giebt es im all- 
gemeinen, von Kugel und Kugelkegel abgesehen, sechs 
Scharen von Kreisschnitten, also: 

Auf jeder centralen Fläche zweiten Grades, den 
Kegel selbst eingeschlossen, giebt es drei Paar 
reeller oder imaginärer Kreisschnittscharen, iden- 
tisch für die ganze Schar homothetischer Flächen, 
ausgeschnitten von Ebenen, welche je einer der 
Hauptachsen parallel sind, und mit den andern die 
durch die Formeln 4) und ihre entsprechenden be- 
stimmten Winkel einschliefsen: Die Winkel zweier 
zur selben Achse gehöriger nicht paralleler Ebenen 
werden durch die beiden andern Achsen halbiert. 

Aufgabe 7. Die Formeln 4) mittels der Kugel als 
Spezialfläche zu finden. 
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Es müssen 6(8) und E(s) { ax-f-/^y + yz-|-^j oder, 
wenn wir von der Eonstanten 3 absehen, 6 (s) und ax -f- /?y 
+ yz so kombiniert werden können, dafs die Kugelform 
a X* -|- a y * -f" ^ 2^ + • • • herauskonmit. Da die Produkte den 
Koeffizienten haben, mufs eine der a, ß, y verschwinden, 
z.B. y, dann ist für alle Punkte von E <x^iL^ = ß^^^, und 
es wird G(s)-f-(ß^x® — i**y®) zur Kugelform, wenn 

ii -j- «^ = ^3; ^2 — /S^ = A3; also «^ = /s — -^ij 

d.h. aber 4) 1,2^ = (;l3 _ ,^) ^ (;t. - A,)- 

Aufgabe 8. Den Radius des Kreisschnitts zu 
bestimmen mittels der Kugel. 

Sei die Ebene a x + /? y + ^ wie Aufgabe 7, so läfst 
sich durch den Schnittkreis die Kugel legen, deren Mitte 
auf der y- Achse liegt bezw. auf der x- Achse (wodurch be- 
wiesen ist, dafs das Gentrum des Schnittkreises auf der z- 
Ebene). Die Gleichung dieser Kugel ist 

K|G(s) + (ax + iSy + (J)(ax-/Jy-(J)jx« + y^ + z^ 

2/JyÄ ()2_|_i 



^8 A3 



= 0, 



wo a und ß wie in Aufgabe 7 bestimmt sind. Für das 
Kugelcentrum haben wir Xo = 0; yc = -^ — ; Zo = 0, für 

den Radius r^ = — \ 1- ^ — . Bringen wir die Ebene 



\ Ag 



auf die Hessesche Form , so ist ß = b23 Vi^ — Ai ; cJ 
= — d VX2 — Ai, also r^ = — ^-^ — -, Das Centrum M, 

des Schnitts ist j x = ^^^^; y = A]^!iL; z = 0, also 

haben wir für den Radius q des Schnittkreises q^ = t^ 
— KM2; das giebt 



5) g«= l,-dn,l, 

^3 



Aufgabe 9. Den Radius des Schnittkreises vermittelst 
des Cylinders zu bestimmen. 
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Da b,, = 0, die Gylioderachse auf der z- Achse senk- 
recht, ao brauchen wir nur die x-Achse um den Winkel, 
dessen Kosinas b^g ist, zu drehen, setzen also: 

^ = ^18^ — ^88'?; y = b88§ + K8'?; 2; = z, 
wodurch die |-Aclise in die Richtung der Gylinderachse und 
das Koordinatensystem rechtwinklig. Wir erhalten dann, 

da \i = —\s\si; ist (H|2n, 2v, 2w, —23) 

AjZ« + ;,i?«-|-2|(-<5-d*) + 2ij(ubg8-vbi,)d-H-2d<J. 

Der Koeffizient von I ist 0, da nach § 17, 7) — 2^ = d2^, 
d.h. 

6) 2<J = d(A,-fA,-X3). 




Femer ist üb 



38 



Fig. 10. 

vbjg, da 2b28V 



2 ^a etc., 



gleich bi8 bgg (A^ — l^) gleich Vß^ — AJ {l^ — k^) = v also 
1- 



also Q^ = 



r 



Aq Cl Aj A| 



2 



2 
'8 As /V3 



As Ac 

Aufgabe 10. Aus Gleichung 7) die Koordinaten der 
Mitte des Sehnittkreises abzuleiten. 

d V 
Es ist ri^ = -= — und wie die Fig. 10 zeigt §o = d, 

femer z© = 0, also Xc = 
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Aufgabe 11. Wann sind die Kreisschnitte reell? 

Die Formeln 4) zeigen, dafs abgesehen von der 
Kugel und dem Kugelkegel nur zwei der Scharen 
reell sind, und zwar gehören sie zur selben Achse, 
damit unsere Formeln diese darstellen, mufs Ag zur 
mittleren Achse gehören. 

Aber auch diese reellen Schnitte geben imaginäre Kreise, 
wenn d^, d. i. das Quadrat des Abstandes der Schnittebene 
vom Centrum, gröfser ist als k^ik^^i^. Für den Grenzfall d^ 
werden die Schnittebenen zu Tangentialebenen, der Kreis 
wird zum Nullkreis. Die vier durch die Gleichungen des 
Centrums und d = d^^ bestimmten Punkte heifsen die Kreis- 
punkte der Fläche. 

Aufgabe 12. Wann werden die vier Kreispunkte 
imaginär? 

(Sobald eine ungerade Anzahl a < 0). 

Aufgabe 13. Die Kreisschnitte auf den Rotations- 
flächen. 

Hier ist die Rotationsachse stets die mittlere, die beiden 
Scharen fallen zusammen, die Kreispunkte in die Enden der 
Rotationsachse (falls diese Endpunkte hat). 



§ 19. Die Rey eschen Achsen fär die Hanptform. 

Die Grundbedingung der Achsen (§ 7, 3) geht, wenn 
G (s) die Hauptform ist, über in 

Aj A^ Ag 

oder mit Benutzung der Identität a A -|- . . = 0, wenn 

— c jb .x.P K — ^1^» cC 

= p und -7^ = qistm^^= * ^ * 



B f — Q H .«. _ ^ ^3— A, k^ bB 

= -|^ + 1 ; wird kr' = «^ ^2-' = ß^ ^r' = f gesetzt, 
so ist 

2) :L=_^=lf^=^,^^, 

^ q bB y^ — or 

Die Gleichungen 1) und 2) zeigen, dafs der Achsen- 
komplex der F^ nicht nur identisch für alle F^ desselben 
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Asymptotenkegels, sondern auch ungeändert bleibt, wenn 
die Gröfsen A-^ alle um dieselbe Zahl geändert werden. 
Diese Flächen heifsen nach Analogie der Ebene konfokal. 
Die Pole dagegen verschieben sich in diesem Falle, denn 
wir erhalten für sie 

3) x' = --PA_ = _k3_5 y' = __AP_.A; 

Aj A-j^ A3 Aj Ag A| A 



bezw. 



2 3 

Ag A^ 



3a) x' = — — T^ (a b c) etc. 

— B 



«44 



iind — - nach § 7 Aufgabe 6 = -— 

"44 d.0 Ag (^Ag Ajj. 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Achsen (Normalen) 
für die Hauptform. 

Aufgabe 2. Die der Achse konjugierte Ebene 
ist für alle konfokalen Flächen dieselbe, also ändern 
sich für die konfokalen Flächen dieFufspunkte nicht. 

Die Gleichung der Polarebene (§ 7 Aufgabe 17) geht 
über in 

4) ax + by + cz — -^(-^^ t) ^ ^' 

Aufgabe 3. Die Gleichung 2) geometrisch zu inter- 
pretieren. 

Die Fig. 15 des Teil 1 zeigt, dafs eine Gerade, welche 
eine der Koordinatenebenen, z. B. die z- Ebene, in C, eine 
andere, z. B. die y- Ebene, in B schneidet, dann Achse ist, 
wenn die Projektionen von C und B auf die drei Achsen 
im konstanten Verhältnis ß^ — a^ : y^ — a^ stehen. 

Aufgabe 4. Die Hauptachsengleichung des Achsen- 
kegels durch den Punkt P'. 
(Das Glied mit l^ fehlt.) 

Aufgabe 5. Die sämtlichen mit der gegebenen Fläche 
koaxialen aufzustellen. 

Die homothetischen bilden eine Schar, die konfokalen 
eine andere. Die Fläche «'* etc. ist koaxial, wenn die 
Gleichung 1) bezw. 2) bestehen bleibt, d. h. also, wenn 



110 IV. Die eigentlichen centralen Flächen zweiten Grades etc. 
i-- = J-j- — - = k ist. Dadurch ist eine der Achsen 

yi «2 yf£ — ^fa 

z. B. ^ bestimmt mid wir erhalten als allgemeine Form der 
koaxialen Flächen: 

X^ V z 

^^ ■^+ «2 _j_ t (y2 _ „2) +-p-— 1=0, 

WO a and / ganz beliebig sind, d. h. also die Anzahl der 
koaxialen Flächen ist zweifach anendlich, k ist 
durch die gegebene Fläche bestimmt. 

Aufgabe 6. Die Flächen F^, welche je zwei Achsen- 
gleichungen darstellen, sind für die Hauptform Cylinder. 

Aufgabe 7. Die Kurve dritten Grades, auf der die 
Pole des Achsenkegels eines festen Punktes liegen, läfst 
sich durch die Gleichungen bestimmen: 

X — g ^ y — 1? ^ z — g 

X Aj^ y ^2 ^ '^S 

Aufgabe 8. Den zerfallenden Kegel eines Punktes 
einer Symmetrieebene, z. B. y = darzustellen. 

Wir erhalten ^{n.i;i^{\ — X^)-\-Q^\{l^ — l^)) = {}, 
also die Ebene y = und eine zur y- Achse parallele e, 

Aufgabe 9. Der Ort der Pole dieses Achsenkegels für 
die Achsen in e wird die Parallele zur y- Achse x = Aj /?* -}" ?! 

Aufgabe 10. Der Ort der Pole fttr die Achsen des 
Kegels in y = 0. 

l 

Für diese ist die Gröfse (§ 7 Aufgabe 6) gleich 

und es ist für den Pol x = — ^-y-; 



a c Aä \^9 ~~~~ ^-t) ® ^1 ~~~~ ^, 

y = 0; z = — -^ — i-^-; also 



8 



6) 



X a A«o A« X ■^~" 5 



z c ^1 ^1 z ^ 

Der Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, die 
durch P und M geht, und deren Asymptoten den 
beiden Hauptachsen der Symmetrieebene parallel 
sind. (Hyperbel des ApoUonius; S. S. VIE S. 235.) 
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Das Centmm hat die Koordinaten u = — § Ag : (A^ — k^)] 

Aufgabe 11. Den Ort der Fafspnnkte dieses Achsen- 
kegels zu bestimmen, welche in der Symmetrieebene liegen. 

Wir haben nach § 7 Aufgabe 15 für einen solchen Punkt, 

X z 

wenn x' der Pol, x' = , . . , 7 = 0, z' == 



Aus 6) erhalten wir X = {xz{k^ — Ag) — xCA^-f"Z?^8)-^i^«^> 
wo B = X t — z §. Die Gleichung der Polarebene x a (x') -f- • • 
giebt, da y = 

x^ , z^ _i_ x^BAjAg 



I " — 1 — ^ -"1"8 I 



a^^X ' y2_^A A^Aga^B + n 
- xB I zB 

Der Ort der Fufspunkte der Achsen eines be- 
liebigen Punktes der Symmetrieebene ist eine Kurve 
dritten Grades, welche zweimal durch den Punkt 
selbst geht. 

Aufgabe 12. Der Ort der Fufspunkte der Achsen 
des singulären Kegels in der Ebene e ist ein Kreis, 
der durch den Punkt |05 geht und zur y-Ebene 
symmetrisch liegt (Schilke 1. c). 

Herr Schilke hat 1. c. mittelst dieses Kreises und den 
Hauptachsen die Konstruktion des Achsenkomplexes gegeben, 
wenn eine Achse und ihr Fufspunkt gegeben. Der Achsen- 
komplex ist völlig bestimmt durch die drei Hauptachsen und 
eine Achse aufserhalb der Hauptebenen. 

Aufgabe 13. Die Verbindungslinie zweier Pole des 
Achsenkegels eines Punktes ist wieder eine Achse. 

Aufgabe 14. Jeder Punkt im Räume ist Fufs- 
punkt von drei Achsen, welche aufeinander senk- 
recht stehen. 

X 

Wir haben (§ 7 Aufgabe 15) x' = , , > etc. und 

x*yl ^ 

aus der Gleichung der Polarebene _. ,^> — |- . . . = oder 

_il_ j_ __z!_ _L ^! 1 = 0. 
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Das ist die Gleichung einer der gegebenen konfokalen 
Fläche und giebt für A eine Gleichung dritten Grades mit 
drei reellen Wurzeln, wie wir im folgenden Paragraphen be- 
weisen werden. Unterscheidet man zwei von den Wurzeln 
durch p und q, so ist a == x — x'p, a' = x — x'q und daher 

a = -:; — , ^ , , a = — ö— r — » ebenso a' = ^ , — , also der 

1 + P^i «' + P «'' + q 

Kosinus des Winkels beider Achsen proportional 

/ x^ y2 \ 

aber diese Gröfse ist nichts anderes als das Resultat der 

x^ X® 

Subtraktion von — «— ; U . . = und —s—, 1- . . = 0, 

«^ + p ' « + q 

also selbst Kuli. Der Satz gilt auch noch, wenn p oder q 
gleich 0, d. h. der gegebene Punkt auf der Fläche. 

Aufgabe 15. Alle Achsen, welche in einer beliebigen 
Ebene liegen, umhüllen eine Parabel (Schilke 1. c). 

Aufgabe 16. Eine Achse und die Polarebene 
ihres Poles schneiden jede Symmetrieebene in Pol 
und Polare eines in der Ebene liegenden festen 
Kegelschnittes. 

Die Achse schneidet z. B. die y-Ebene in i; = 0, 

g= ^'(^2-^i) ^ g ^ ^' ^\- ^a) j A. Die der Achse 
konjugierte Ebene Ä^ x x' -|- . . . = in der Geraden 

d. h. aber A und g sind Pol und Polare für die konstante C® 

X« z« 



+ —. 3s--l = 0. 



«a _ ^2 I y2 _ ß% 

Aufgabe 17. Der Ort der Fufspunkte eines beliebigen 
Aebsenkegels ist eine Raumkurve fünften Grades. 

Dies folgt schon daraus, dafs die Kurve für den 
speziellen Fall ij = in eine Kurve dritten und zweiten 
Grades zerfiel ; soll aber durch Rechnung festgestellt werden. 

Aufgabe 18. Alle Achsenkegel, deren Spitzen 
auf einer Parallelen zu einer Hauptachse liegen, 
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schneiden die betreffende Symmetrieebene in der- 
selben gleichseitigen Hyperbel. 

Sie geht durch M und den Schnitt der Parallelen mit 
der Hauptebene. 

Aufgabe 19. Durch Rechnung nachzuweisen, dafö 
diese Hyperbeln für alle koaxialen Flächen konstant. 

Aufgabe 20. Die Orte in Aufgabe 18, 10, 11 für 
-die Rotationsfläche a = y zu. untersuchen. 

Aufgabe 21. Dieselbe Aufgabe für die Schar der 
koaxialen Kegel. (In 5) ist das konstante Glied — 1 
durch zu ersetzen.) 



§ 20. Brennpunkts-Eigenschaften der centralen 

Flächen zweiten Grades. 

Die Kurven, auf welche wir in Aufgabe 16 stiefsen, 
nennen wir die Fokalkurven der Fläche F^ Setzen wir 
k^- 1 = A, Ag- 1 = B, Ag^ ^ = C, so sind ihre Gleichungen : 

X^ 5^2 

1) ^y= A-B + C-B =^^ 

^^- B — C "^ A — C ~^ 

und entsprechend Cl. Setzt man fest, dafs bei drei- 
achsigen Flächen A>C>B, so ist die Fokalkurve 
in y = eine Ellipse, die Fokalkurve in z = eine 
Hyperbel, die Fokalkurve in x = imaginär. Dabei ist 
A > vorausgesetzt. 

Sind zwei k gleich, z. B. l^ und Ag, so arten die reellen 
Kurven in zwei der Rotationsachse parallele Geraden aus; 
bei der Kugel ist das Centrum der einzige reelle Punkt. 

Mit Herrn Staude (die Fokaleigenschaften der Flächen 
zweiter Ordnung, Leipzig 1896) bezeichnen wir die reellen 
Brennpunkte der Hauptschnitte als die Hauptbrennpunkte 
der F^. 

Aufgabe 1. Jede Fokalkurve hat ein Paar 
Hauptbrennpunkte zu Scheiteln und ein zweites 
ÄU Brennpunkten. 

Die Fokalellipse in der Ebene y = geht durch die 
Brennpunkte des Schnitts y = 0, und hat die Brennpunkte 

Simon, Anal. Geometrie der Fl&olien zweiten Grades. 8 
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des Schnitts z = zu Brennpunkten (s. Fig. 11). Die 
imaginäre Cx hat die reellen Brennpunkte mit x = gemein. 

Aufgabe 2. Die Ebene, welche im Berührungs- 
punkte einer Tangente der Fokalkurve auf der 
Tangente senkrecht steht, schneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegelschnitten, deren einer 
Brennpunkt der Berührungspunkt ist. 

Legt man durch die Tangente in einem Punkte, z. B. 

Pjx'z' der Fokalkurve Cy, irgend eine Ebene e^, so steht 
die Achse a^ dieser Ebene nach Definition der Fokalkurve 
in Aufgabe 16 des Paragraphen 19 auf e^ in P senkrecht.. 
Daher liegt der Pol Pk der Ebene «k auf a^. Alle diese 
Reyesehen Achsen a^ bilden aber die in P auf der Tangente 

und damit auf der Fokalkurve 
senkrechte Ebene v. Die Ebene v 
schneidet die F* und jede ihr 
konfokale in einem Kegel- 
schnitt C* und der Pol jeder 
Sehne von C^ durch P liegt auf 
der zugehörigen Achse a^. 

Es steht also die Linie, 
welche P mit dem Pol ver-^ 
bindet, auf der Sehne senkrecht, 
d. h. aber (S. S. YHI § 35) P 
ist der Fokus des Schnitts C^. 
Von dieser Eigenschaft bat die Fokallinie den Namen; wir 
nennen nach Staude 1. c. jeden ihrer Punkte Brenn- 
punkt (Fokus) der F\ 

Aufgabe 3. Den Satz sub Aufgabe 2 zu errechnen. 
Wir verlegen den Anfangspunkt nach x' y' und haben 
in die Gleichung der Fläche zu setzeu: 

wo u = x' : A — B, w = z' : C — B und n^ ^ u^ -f- w^ ist^ 

Aufgabe 4. Die Gleichung der Fokalkegel. 
Unter Fokalkegel versteht man den Kegel, dessen Spitze 

ein beliebiger Raumpunkt P | g und dessen Erzeugende oder 
Kante eine Fokalkurve durchläuft. Nennen wir die grofsea 
Strahlenkoordinaten einer Kegelkante A'B'C, so ist 




Fiy. 11. 



§ 20. Brennpnnkts-Big^iiachaften der centralen FUUshoi 2. Grades. 115 

und somit für die Fokalellipsenkegel 

(i;x — gy)^ (5j — rizy 
^^ A — B + C-B ^~''^ -^• 

Aufgabe 5. Was wird aus 2), wenn y = ist? 

Wir erhalten y ^ Cy (| Q = 0. Liegt also die Spitze 

nicht auf der Cy, so ist der Kegel ausgeartet in die (Doppel)- 

Ebene y^ = 0. Liegt die Spitze auf der Cj, so ist die 
Gleichung von jedem Punkt des Baumes erfüllt. Die 
geometrische Definition yeranlafste Herrn Staude auch in 
diesem Falle, den Fokalkegel als das ebene Strahlenbündel 
in P zu betrachten. 

Aufgabe 6. Liegt die Spitze P eines Kegels 
auf einer Fokalkurve, so sind die Kegel über den 
beiden andern Fokalkurven Rotationskegel, deren 
Kotationsachse die Tangente an die Fokalkurve in 
P ist (Staude 1. c.) 

Der Kegel z. B. über der imaginären Kurve ist: 

B — A ^ C — A ^ ^^ "' 

man Überzeugt sich leicht, dals unsere Bedingongen ans 
§ 7 -^ = ^ etc. erfüllt sind, da ajj=0, b^, = 0, 

18 98 

hs = 0, bjg = etc. 

Aufgabe 7. Die Flächen der konfokalen Schar zu 

X^ Y® Z^ 

klassifizieren. Die Schar a) -r— j 1- ^^-=^j 1- 



A + p ' B + p ' C + p 
= 1 hat identische Fokalkurven und Kegel, sie hat den- 
selben Achsenkomplex, die Fufspunkte sind identisch, die 
Koordinaten der Pole haben gleiches Verhältnis. Man kann 
von jeder beliebigen Fläche ausgehn und daher annehmen, 
dafs A, B, C positiv sind und p die Werte von — oo bis 
-|-oo durchlaufen lassen. 

1) p = — 00, dann sind A-|-p, B-|-p, C + p alle 
gleich p und a) geltf über in x^ + y® + z* = p und stellt 
eine Kugel mit unendlich grofsem imaginären Radius dar. 

8* 
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2) p zwischen — oo und — A, es sind alle drei Haupt- 
achsen X negativ, die Flächen sind imaginäre Ellipsoide. 

3) Ist p = — A, so wird die Fläche, mit der von der 
imaginären Fokalkurve begrenzten Doppelebene x = 
identifiziert. 

4) Ist p zwischen — A und — C, so sind die Flächen, 
da zwei Hauptachsen A negativ sind, zweischalige 
Hyperboloide. 

5) p gleich — C, dann soll die Fläche die von der 

Fokalhyperbel Cl begrenzte Doppelebene z = sein, und 
zwar rechnen wir den Teil der Ebene, in der die Brenn- 
punkte liegen, als zweischaliges Hyperboloid, den andern 
als einschaliges, die Grenzkurve selbst als zu beiden gehörig. 

6) p zwischen — C und — B ; eine Achse negativ, die 
Flächen sind einschalige Hyperboloide. 

7) p gleich — B, die Fläche soll in die Doppelebene 
y = tibergehen und zwar ftir jeden Punkt im Aufsem 
soll die Fokalellipse als einschaliges Hyperboloid, für jeden 
im Innern als EUipsoid für die Punkte auf der Fokalkurve 
zu beiden gezählt werden. 

8) p zwischen — B und -|-oo, alle drei Hauptachsen 
positiv, Ellipsoide. 

9) p gleich 4- 00, alle drei Hauptachsen gleich, x^ -|- 7^ 
-|- z^ = p , und die Flächen endigen als Kugel mit un- 
endlich grofsem Radius. 

Die Gleichung a) haben wir schon in Aufgabe 14 § 19 
getroffen; sie sagte ans, dafs jeder Punkt x Fufspunkt dreier 
aufeinander senkrechter Achsen war, jetzt zeigt sie, dafs 
generaliter durch jeden Punkt im Raum drei Flächen des 
konfokalen Systems gehen können. 

Aufgabe 8. Die Gleichung a) hat drei reelle Wurzeln. 

Wir bringen a) in die Form 

L = (A + p)(B + p)(C + p)-i;xMB + p)(C + p) = 0. 

Für p = ^ 00 wird L positiv, ftir p gleich — B ist L 
negativ, für p = — C ist L positiv, für p gleich — A ist 
L negativ, und bleibt es, wenn p <C — A wird, also (Pund, 
Algebra, S. S. VI) liegt eine Wurzel zwischen -j"^ ^^^ 
— B, eine zweite zwischen — B und — C, eine dritte 
zwischen — C und — A. 



\^ »^ 
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Liegt der gegebene Punkt auf einer Symmetrieebene, 
z. B. y = 0, so sondert sich aus L der Faktor (B -|- p) 
ab, und eine Wurzel fällt mit einer der Grenzen zusammen; 
wir rechnen daher die ganze Ebene der Fokalkurven zu 
den Flächen der Schar und zwar die Fokalellipse zu den 
Ellipsoiden, die Fokalhyperbel zu den einschaligen 
Hyperboloiden. 

Wir haben dann den Satz: 

Durch jeden Punkt im Raum gehen drei und 
nur drei konfokale Flächen der Schaar, von jeder 
Art je eine. 

Aufgabe 9. Zwei konfokale Flächen ver- 
schiedener Art haben stets eine reelle Schnittkurve. 

Der Satz ist für Ellipsoid und Hyperboloid anschaulich 

klar. Es sei -r— r- 1- . . . = ein einschaliges Hyperboloid, 

' P x^ 
d. h. p zwischen — C und — B und —. — i 1- . . . = ein 

A + q 

zweischaliges, d. h. q zwischen — C und — A. Subtrahiert 
man die beiden Gleichungen, so erhält man die Gleichung 
des vorigen Paragraphen S. 112, oder x^u — z^v-|- y^w = 0, 
wo u, V, w nicht kleiner sind, oder z^ = x*^u' -|-y^W, 
wo u' und w' generaliter > 0, jedenfalls nicht <;0 sind. 
Die erste Gleichung giebt dann x^fi-\-j^v=^l, wo /u sicher 
positiv und v sicher nicht negativ. Diese Gleichung wird 

aber von allen Punkten der Ellipse mit den Achsen V fi-^ 

und Vy-i erfüllt. Also: 

Zwei konfokale Gentralflächen verschiedener 
Art schneiden sich in einer Kurve, deren Pro- 
jektionen auf die Hauptebenen Kegelschnitte sind, 
deren Centrum das Centrum der Flächen und deren 
Hauptachsen in die Hauptachsen der Flächen fallen. 

Aufgabe 10. Hauptsatz: Die drei konfokalen 
Flächen desselben Punktes schneiden sich rechtwinklig:». 

Die Gleichung a) zeigt, da -r— r- — etc. die ßichtungs- 

A-f-p 
faktoren der Tangentialebene im Punkte x sind, dafs je zwei 

Konfokale sich längs ihrer Schnittkurve rechtwinklig schneiden; 

im übrigen siehe den Beweis von Aufgabe 14 des § 19. 

Die drei Achsen, welche im Punkte P ihren Fufspunkt 



118 1^- ^^^ eigentlichen centralen Flächen zweiten Grades etc. 

haben, sind die Normalen der drei konfokalen Flächen in P ; 
in ihnen schneiden sich die drei Tangentialebenen, in P 
die drei Flächen, nnd wir können als ihre positiven 
Richtungen die Bichtung von den Flächen weg bezeichnen. 

Das System konfokaler Flächen ungleicher Achsen hat 
also dieselbe Eigenschaft wie das System der orthogonalen 
Eoordinatenebenen; es teilt den Raum in unendlich 
kleine rechtwinklige Balken. Daher haben Lam6 
und Jaeobi die drei zu jedem Punkt gehörigen Werte des 
p zu Koordinaten des Punktes gemacht, die sog. Ellip- 
tischen Koordinaten, ein krummliniges Koordinaten- 
system, das sich für theoretische Physik und Integral- 
rechnung als äufserst brauchbar erwiesen. 

Die Gleichung L = bestimmt zu jedem Punkt seine 
elliptischen Koordinaten, von denen, wie bewiesen, p zwischen 
-|-oo und — B (EUipsoide), q zwischen — B und — C 
(Einschaliges Hyperboloid), r zwischen — C und — A (Zwei- 
schaliges Hyperboloid) liegen mufs, falls P ein reeller Punkt 
ist. Die Elliptischen Koordinaten sind also beschränkt. 

Aufgabe 11. Aus den Elliptischen Koordinaten 
eines Punktes seine orthogonalen zu bestimmen. 

Es ist, wenn das variable p in L mit t bezeichnet 
wird, L mit dem Produkt (t — p) (t — q) (t — r) identisch, 
wo pqr die Wurzeln von L = (Pund, Algebra) also 

pqr = 2;x2BC — ABC; 

p + q + r = x« + y^ + z^-(A + B + C); 
Pq+qr + rp = -SAB — i;x2(B + C). 

Es ist, wenn t = — B ist, L( — B) = ( — B — p) 

(— B — q)(— B — r) = — y^A — B)(C — B), also 

L(-B) . L(-A) . 



(A — B)(C — B) ' ~ (B — A)(C — A) ' 



z^ = -. (^-«) 



(A-C)(B-C) • 

Da X*, y^, z* nicht <;0 sein dürfen, so ergeben sich 
die schon bekannten Beschränkungen für p, q, r aufs neue. 

Man sieht, dafs zu einem Wertsystem pqr generaliter 
8 Punkte gehören, d. h.: 

Drei verschiedenartige konfokale centrale 
Flächen schneiden sich in 8 Punkten. 
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Soll der Punkt durch seine elliptischen Koordinaten 
{eindeutig) bestimmt werden, so mtlssen auch hier die ver- 
schiedenen Oktanten durch Festsetzung der Wurzelzeichen 

für VA — B etc. gekennzeichnet werden. 

Aufgabe 12. Die Flächen p -|- q -f- r = Konstans, 
pqr = Konst., i^pq = Konst 

1) Kugel E^ = (A + B + C + K), 2) ein ElUpsoid, das 
mit dem gegebenen homothetisch, 3) ein Ellipsoid mit 
gleichem Centrum und Hauptebenen wie die Grundfläche. 

Aufgabe 13. Die Elliptischen Koordinaten eines 
Punktes der Fökalkurve. 

Für Cy ist p gleich — B, aber auch q gleich — B, die 
dritte Wurzel (x^ -f z^ + B — (A + C) liegt zwischen — C 
und — A. 

Für Cl ist q gleich — C, aber auch p gleich — C, die 
dritte Wurzel p ist gröfser als — B. 

Aufgabe 14. Den Verlauf der Flächen zu untersuchen, 
wenn zwei bezw. drei der Hauptachsen gleich sind. 

Aufgabe 15 Die Fokalellipse schneidet die 
zweisehaligen Hyperboloide der Schar in ihren 
Kreispunkten. 

Wir haben für einen Punkt der Fokalellipse 

_(-A-rHA-B). (-C-r)(C-B) 

^ — C — A ' ^ ~"' * ~ A — C 

Aufgabe 16. Die Fokalhyperbel schneidet die 
Ellipsoide der Schar in ihren Kreispunkten. 

Für C* ist 

^._ (-A-p)(C-A) . ._ (-B-p)(-B + C) . 



B — A ' -"' A — B 



z = 0. 

Aufgabe 17. Die Entfernung eines Punktes der Fokal- 
ellipse bezw. -Hyperbel vom Centrum in Elliptischen 
Koordinaten. 

Die Gleichung -^ + ^^ + -^ = 1 giebt 

für die dritte Wurzel 

r = (x« + z«+B-(A + C),al80x« + z« = r+(A-|-C-B), 
ebenso x" + y'« = p + (A — C + B). 
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Diese Formeln führen unmittelbar auf die Sätze voa 
Dupin. 

Aufgabe 18. Die Summe der Entfernungen 
eines jeden Punktes der Fokalellipse von zwei 
beliebigen aber festen Punkten auf je einem Zweige 
der Fokalhyperbel ist konstant. 

Ist P ein Punkt der Hyperbel, R ein Punkt der Ellipse,, 
so ist 



also 



PR-^ = x« + z-2 + x'2 + y'2 — 2 XX' 

=:p + r + 2A — 2y^A — pV — A — r, 

PR2 = — 1(— A — p + (— A — r) + 2/~) 



oder 




Fig. 12. 



PS = iy— A — p+i/— A — r 

P R = VA + p + VT^i. 

Die Zeichen der Wurzel bestimmen! 
sich, je nachdem die beiden Punkte 
auf entgegengesetzten oder gleichen 
Seiten der dritten Symmetrieebene 
liegen. Ist nun P' ein zweiter Punkt 
der Fokalhyperbel, aber auf dem ent- 
gegengesetzten Zweige, so haben wir 

P' R= VA + p' + /A + r und damit 
den Satz erwiesen; die Zeichenbestim- 
mung erfolgt schon durch den Spezialfall, siehe Fig. 12 ECE'. 

Aufgabe 19. Zweiter Satz von Dupin. Die Differenz, 
der Abstände eines jeden Punktes der Fokal -Ellipse von 
zwei beliebigen aber festen Punkten der Hyperbel auf dem- 
selben Zweige ist konstant 

Aufgabe 20. Dritter Satz von Dupin. Die Diflferenz 
der Abstände eines jeden Punkts der Fokalhyperbel von 
zwei festen Punkten der Fokalellipse ist ihrem absoluten 
Betrage nach konstant. 

Aufgabe 21. Die 3 Dupinschen Sätze ohne Elliptische 
Koordinaten zu beweisen. 

Man erinnere sieh (S. S. Vm) der Substitution x = a 
cos^), y = b sinqp für die Ellipse etc. 

Über die weiteren Fokaleigenschaften der Centralflächen, 
insbesondere die Fadenkonstruktion des Ellipsoides, siehe 
die erwähnte Schrift von Staude. 



Y. Abschnitt. 

Die centralen Flächen zweiten Grades 
in spezieller Behandlnng. 



§ 21. Das Ellipsoid. 
Seine Gleichung ist 

wo A, B, C positiv, sein Asymptotenkegel ist imaginär. Die 

Gröfsen VX, V^ V^heifsen die Halbachsen der Fläche 
(s. Fig. 13 und 14). Spezielle Flächen sind das gewöhnliche 
Rotationsellipsoid B = C, das abgeplattete Rotationsellipsoid 
A = C und die Kugel A = B = C. 

Die Hauptschnitte, d. h. die Schnitte durch je zwei 
Hauptachsen sind Ellipsen. Bewegt sich die schneidende 
Ebene parallel zum Hauptschnitt, so werden die Schnitte 
ähnliche Ellipsen mit beständig kleiner werdenden Achsen, 

ist X == + VA, so werden die Schnitte parallel zur x- Ebene, 
zu Ellipsen mit den Halbachsen 0, d. h. sie werden zu 

Punkten x = + l^j 7 = 0, z = 0, sie heifsen Scheitel, 
deren das Ellipsoid in den Endpunkten der Achsen sechs hat. 
Ist der Abstand dem absoluten Betrage nach gröfser als die 
zugehörige Halbachse, so werden die Schnitte imaginär. Das 
Ellipsoid liegt also ganz innerhalb eines geraden Parallel- 

epipedons, dessen Ecken die Koordinaten -(- ^-^> + V^ 

+ /C; -\-VÄ, +/B,' — /C";..., —VT, —VB, —VC 
haben, und berührt die Seitenflächen desselben in den 
Scheiteln, welche die Symmetriepunkte der Seitenflächen sind. 
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Der Punkt M { 0, 0, ist Centmin im ei^atUcfaen Sinne, 
d. h. in M wird jede Sehne halbiert, wie ganz direkt ans 
der Gleichnng 1) folgt 

Aafgabe 1. Beweis der Behanptnng. 

Eine Gerade dnrch H ist 1 r cos a etc., also ftlr die 
Scbnittpnnkte r- ^ n*, wo n* = 1 : 1 — v — , . . . I, also 
r = ±n. 

Die Schnitte des Ellipsoidg durch eine beliebige Ebene 
sind Kegelsehnitte. 



Fij. IS. 

Anfgabe 2. Den Schnitt einer beliebigen Ebene 
e 1 X bjg -j- y b,, + z bgg -|- d = mit dem Ellipsoid. 

Ans § 5 oder § 17 folgt, dafs die Centren der Sehuitt- 
ellipsen von e nnd aller ihr parallelen anf dem DarchmesBer 

2) Ai = Ai = Al = r 

>>,> I>u l>si 



§ 21. Das EUipsoid. 
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liegen. Eombinieren wir diese Gleiobüngen mit e, so er- 
halten wir r = — d : n, wo n = A bis -j- B bas + C bis, und 
für das Centmm des Schnitts 

3) x« = r b^g A etc. 

Die Mittelpunkte sind also stets reell, auch wenn die 
Schnittkurve imaginär wird. 

Aufgabe 3. Wann wird die Schnittlinie imaginär? 
a) Aus der Hauptaehsengleichung § 17; b) aus der 
Thatsache, dafs, wenn der Pol innerhalb der Fläche liegt, 




die Polare aufserhalb. Der Grenzfall tritt ein, wenn der 
Pol auf der Fläche, d. h. das Gentrum des Schnitts ein 
Flächenpunkt ist. Dies tritt ein, wenn d^ = n ist. Ist 
d^>>n, so ist der Schnitt imaginär. 

Aufgabe 4. Die Gleichung eines Schnittes durch 
Transformation der Koordinaten in die Ebene des Schnittes 
darzustellen. 
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Wir transformieren zunächst den Ursprung in da» 
Centrum des Schnittes, indem wir für x etc. setzen x-f-rAa 
etc. , wenn ax-\-ßj-\-yz-{'ö = die Gleichung der 

schneidenden Ebene s in 
^ Hessescher Form ist. In- 

dem wir dann als §- Achse 
die Schnittlinie von e und 
y = wählen, und als 
C- Achse die senkrechte ia 
der Ebene, haben wir nach 
der Fig. 15 zu setzen 
x = § Gos q) -{-1^ Qos S- sin q)y 
y = ^sin^, z = g cosqp — f 
cos ^ cos qp, wo cos ^ = /? 
und (p bestimmt ist durch 
tg (p = — a : y, also cos q) 
= — yisia ß und sin qp = a : sin ß. Für r ist hier d : (A a^ 
-\-Bß^-{-Gy^) oder (J : n zu setzen. Wir erhalten 

J.2 / cos^ cp sin^ 9^ ^ _i_ ^2 /^ ^^®^ ^ ^^^ 9 _±_ ^^^ ^ 




Fig. 15. 



+ 



COS^ & cos^ qp 



c 



\ — 2C§ cos (p sin q) cos ^ ( — v-^ — l 

-0-4)-»- 

Die Hauptachsengleichung wird nach S. S. VIII § 3ft 

L^ — L(A, H-Aa+Ag — i;Ä,a2) + nABC 

und stimmt genau mit der von uns § 17 gegebenen [alsj 
Probe]. Den Winkel, den die grofse Achse mit der Schnitt- 
linie von 6 und y = bildet, giebt 

2aßy{X, — X^) 



tg2a 



"a 



S k^a 



2 



Die Gleichung des Schnittes wird also iw^x'^-j-^gj'^ 
1 1 = 0, woraus sich sofort d ^n für die Realität 

des Schnittes ergiebt, sowie 

Aufgabe 5. Die Gleichung des Ellipsoids in Ebenen- 
koordrnaten. 
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Ist die Ebene gegeben in allgemeiner Form u x -j- . • • 
-(- d = 0, so ergiebt d = 

Aufgabe 6. Diese Formel aus der allgemeinen us^ + ^^a 
-|- . . . = abzuleiten. 

Aufgabe 7. Die Koordinaten des Berührungspunktes 

_ qA _ vB _ wC 
""" d ' y— d~' ^"~ d~- 

Aufgabe 8. Den Ahnlichkeitsfaktor der Schnitte geo- 
metrisch zu deuten. 

Es ist n der Abstand der zur Stellung der Schnittebene 

gehörigen Tangentialebene vom Centrum M und da — < 1, 

so ist es der Kosinus eines Winkels 6, und somit ist der 
Ahnlichkeitsfaktor sin €. 

Aufgabe 9. Die Gleichung des EUipsoids in Strahlen- 
koordinaten. 

Aufgabe 10. Die reellen Schnitte des EUipsoids 
sind stets Ellipsen. 

a) Es sind Kegelschnitte, die keinen Punkt im Un- 
endlichen haben oder b) die Gröfse R des § 17 Gleichung 6 
kann weder noch <;0 werden. 

Aufgabe 11. An einen Punkt A des EUipsoids die 
Tangentialebene zu legen. 

Sie ist der zum Durchmesser MA konjugierten Ebene 
parallel. 

Aufgabe 12. Den zu einer Ebene konjugierten Durch- 
messer zu konstruieren. 

Man konstruiere in bekannter Weise das Centrum des 
Schnittes und verbinde es mit M. 

Aufgabe 13. Den Neigungswinkel der Kreisschnitte 
mit der y-Ebene zu bestimmen. 

Wir haben für die Ebene e eines Kreisschnittes 

X cos a -|- y cos /? -j- z cos y — d = 0, 
wo nach § 18 

co8^« = _kzL^; eos'^/g= ^^~^^ cosV = 0= ^«~^« 
oder 
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cog'g = 0= ^"'f' ; co8«/?= A^=^; co8V= t'~"t' 
oder 

cos« a == ^'~^» ; cos^ ß=0] cos« y = ]^~\^ . 

Damit das erste System reelle Werte ergebe, mufs 
K'^K^K l>6zw. A > C > B sein, alle übrigen ergaben 
dann imaginäre Systeme. 

Für den gesuchten Winkel haben wir 

. cos a l/ L — L ^ 

Aufgabe 14. Die Eareispünkte des EUipsoids zn be- 
stimmen. 

Wir haben für den Durchmesser, auf dem die Gentren 
der Kreise liegen 



X A^ y ig 



; z = 0. 



Dies ergiebt für die Endpunkte des Durchmessers 

X^ = y ^«(^ — ^l) ; y^^j/ÄSHST; z=0 
^1 ^8 (^9 ^1 ) ^2 ^8 (^9 "^ ^l) 

^ ^^ ^1 5 79 ^^^ Ji 5 ^8 ^^^ ^ » Js ^^^ y 1 5 

^4 ^= ^5 y* ^^^ ys* 

Diese vier Punkte heifsen die Kreis punkte der Fläche. 
Ihr Abstand vom Gentrum ergiebt sich aus d = n bezw. au& 

§ 18 Aufgabe 11 als + V -^^^ 

Aufgabe 15. Die konfokalen Flächen haben wie 
die homothetischen dieselben Kreisschnitte. 

Aufgabe 16. Die Kreisschnittebenen geometrisch 
zu konstruieren. 

Wir haben nun die Gleichung d) § 18 Ag = i^ bga + ^a bf & 
geometrisch zu interpretieren, wir geben ihr die Form 

G cos^ w . G sin^ 9> ^ -, i. -, j r • 
Ä — H ü — = 1 '^^ sehen daraus, dafs wir 

A x> 

nur in der Ebene des Hauptschnittes x um M mit VC den 
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Kreis zu schlagen brauchen; das giebt, da VC zwischen 

T^A und VB liegt, zwei Durchmesser, und die Ebene durch 
je einen Durchmesser und die z- Achse ist ein Kreisschnitt. 

Aufgabe 17. Zwei nicht zur selben Schar gehörige 
Kreisschnitte gehören zu einer Kugel. 

Die Bestimmung der Kreisschnitte durch die Kugel § 18 
Aufgabe 8 zeigt sofort, dafs der Nebenschnitt ein Kreis der 
anderen Schar ist. 

Aufgabe 18. Die Kugel von Monge direkt aus der 
Gleichung (J^ = n der Tangentialebene herzuleiten. 

Aus der Formel folgt sofort, dafs die Summe der 
Quadrate der Lote vom Gentrum auf drei zueinander 
senkrechte Tangentialebenen konstant und gleich 
A -f- B -f- C ist; das ist aber das Quadrat der Hauptdiagonale 
des aus den drei Loten veryoUständigten Parallelepipedon. 

Aufgabe 19. Die Länge eines Vektor der Fläche mit 

den Richtungsfaktoren aßy zn bestimmen. 

Da für seinen Endpunkt x == r cos a etc., so haben wir 
1 
-y = A^ cos^ a -|- . . . Dies ist die Gleichung der Ellipsoids 

in Polarkoordinaten; aus ihr folgt die grofse Analogie zwischen 
der konfokalen und der homothetischen Schar direkt, 
da für konfokale Flächen die Polargleichungen sich nur wie 
die konstante p des vorigen Paragraphen unterscheiden, also 

Die Differenz der Quadrate der reciproken ent- 
sprechenden Vektoren zweier konfokalen centralen 
Flächen F* ist konstant. 

Es liegt nahe, nach Analogie der Planimetrie, das Ellipsoid 
afiSn auf die Kugel abzubilden. 

Sei P { X ein Punkt der Fläche, setzt man x = A^ cos a, 

j = B^ cos ßj z = C^ cos y, so sind cos a etc. (kürzer a 
etc.) die Richtungskosinus eines Strahls r. Schlägt man 
um M eine Kugel mit der Längeneinheit, so schneidet r die 
Kugel im P entsprechenden Punkte Q. Die Kugel und das 
Ellipsoid sind damit gegenseitig eindeutig aufeinander ab- 
gebildet und dem Vektor MP entspricht der Kugelradius MQ. 

Ist A'^ die Länge von P M und sind seine Richtungskosinus 

b^8 etc., so ist X = A'2 bjg = A^ cos er; A'2 b^g = B« /?; 

A'2 bgg = C2 cos y. 
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Aufgabe 20. Zwei konjugierten Durchmessern 
des Ellipsoids entsprechen wieder zwei konjugierte 
Durchmesser auf der Kugel. 

1) Affin entsprechen parallelen Geraden wieder parallele 
Gerade und dem Mittelpunkte einer Strecke entspricht der 
Mittelpunkt der affinen Strecke. 

Kechnung. Die Gleichung der dem Durchmesser PM 
konjugierten Ebene ist x^l^-{-jril^-\-z^ X^ = 0. Ist P' 
ein Punkt dieser Ebene auf der Fläche, so ist MP' ein 

konjugierter Durch- bezw. Halbmesser. Ist r' { «' /? / sein 
entsprechender auf der Kugel, so geht die Gleichung der 
Polarebene über in aa' -f-/?/^' -f-y/ = 0, d.h. die zwei 
konjugierten Durchmessern entsprechenden Kugeldurchmesser 
stehen aufeinander senkrecht, also folgt 

Drei konjugierten Durchmessern des Ellipsoids 
entsprechen drei konjugierte, d. h. zu je zwei auf- 
einander normale Durchmesser der Kugel. 

Aufgabe 21. Mittelst dieses Satzes die (fälschlich 
Sätze des Apollonius) genannten Sätze des § 5 zu be- 
weisen bezw. zu vervollständigen. 

1) Die Summe der Quadrate dreier konjugierter 
Durchmesser ist konstant, also 4 (A -[- B -|- C). 

2) Die Summe der Quadrate der Seitenflächen eines 
dem EUipsoid in den Endpunkten dreier konjugierter Durch- 
messer umgeschriebenen ParaUelepidons ist konstant 

2^(AB + BC + AC). 

(Die Projektionen von M P P' und M Q Q' auf eine der 
Koordinatenebenen, z. B. die z- Ebene, verhalten sich wie 

(A B)^ : 1 . 1 und dann der Satz § 5 S. 40). 

3) Das dem EUipsoid in den Endpunkten dreier 
konjugierter Durchmesser umgeschriebene Parallel- 

epiped ist konstant 8(ABC)^. 

4) Die Summe der Quadrate der Projektionen 
dreier konjugierter Durchmesser auf eine beliebige 
Gerade oder Ebene ist konstant. 

Hat die Gerade die Richtungsfaktoren u, v, w, so ist 
diese Summe (ux + vy + wz)^ + (u x' + . .y -f (^x" + . .)^ 

^u^A + v^B + w^C, da xy = (AB)^a/^. 
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Aufgabe 22. Die ersten drei Sätze aus der Lehre 
Yon den ebenen Kegelschnitten abzuleiten. 

(Ein Schnitt durch zwei konjugierte Durchmesser etc.) 

Aufgabe 23. Die Hauptachsengleichung eines Quer- 
schnitts aus den Sätzen des Apollonius abzuleiten. 

Man betrachte den Querschnitt durch M, es sind dann 

die beiden Hauptachsen L ~ ^ und L^" « und die Senkrechte 

auf der Ebene bis zur Tangentialen drei aufeinander senk- 
rechte Halbmesser, also ihre Summe gleich ^1 + ^2 + ^, 

also a) L^ -]- Lg = ^1+^2+^8 — ^^i ^^^^ " ^^^ ^) d* 
das Volumen des konstanten umgeschriebenen Parallel- 

epipeds gleich L ~ 2 L^"" 2 n^ , so ist L^ L^ = R , also 

Aufgabe 24. Durch einen gegebenen Vektor L, aßy 
«inen Schnitt zu legen, in dem L eine Hauptachse ist. 
Wir haben zur Bestimmung von u, v, w 

1) L2 — Li(i;;i — i;;tiU^) + Rx = o, 

2) u2-fv^ + w^=l, 3) ua + v/^ + wy = 0. 

Aus 1) and 2) können wir u^ und v® linear durch w^ 
ausdrücken und erhalten für w^ eine quadratische Gleichung. 

Aufgabe 25. Durch Affinität zu beweisen: 

Die Ecken des dem Ellipsoid in den Endpunkten dreier 

konjugierter Durchmesser umschriebenen Parallelepipeds 

liegen auf einem homothetischen Ellipsoid 

A,x^ + ^,y2 + i3Z^ = 3. 

Aufgabe 26. Denselben Satz durch Rechnung zu er- 
weisen. 

Durch Benutzung der Relationen u' u" A^ + ^ v" l^ 
-\- w' w" Xs==0 zwischen den Richtüngskosinus dreier kon- 
jugierter Durchmesser bezw. ihrer konjugierten Ebenen. 

Aufgabe 27. In der Ellipse giebt es Ein System 
gleicher konjugierter Durchmesser; wie steht es mit diesen 
Systemen beim Ellipsoid? 

Zunächst folgt für die Länge der Halbmesser die be- 
stimmte Gröfse R durch 3R^ = A + B-(-C; also liegen 
die* Endpunkte auf der durch R bestimmten Kugel um M; 
also auf der Sehnittkurye der Kugel und der Fläche; durch 

Simoa, iLnaL Geonetrie der FUolien xweiten GratdM. 9 
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diese geht der Kegel F* — Kugel {4-(B + C— 2 A) + . . . 

= 0, dann bestimmt jeder Vektor auf einem Punkt P der 
Schnittkurve mit den beiden gleichen konjugierten Durch- 
messern in seiner konjugierten Ebene ein solches System, 
es giebt also deren unzählig viele. 

Aufgabe 28. Die Gleichung der F^ auf ein System 
konjugierter Achsen zu transformieren. 

Resultat: ^ + -I^ + A_ = i. 

Aus dieser Transformation lassen sich die meisten 
^ApoUonischen^ Sätze direkt ableiten. 

Aufgabe 29. Durch die Endpunkte dreier konjugierter 
Halbmesser die Ebene zu legen. 

Aufgabe 30. Die Länge des vom Centrum auf eine 
Normale in x^ . . . gefällten Lotes 

Aufgabe 31. Die Länge der von einem Punkte Plx*^ 
an das J^psoid gezogenen Tangente. 

Die Gleichung 11 § 4 giebt sofort, wenn die Potenz, 
des Punktes n ist, 

R2 = 7r:/ia« + A2b* + ;L8C^ 

wo a, b, c die Sichtungskosinus der Tangente. 
Hieraus folgt, da der Nenner stets > ist: 
Nur von den Punkten, deren Potenz >>0 ist^ 

lassen sich reelle Tangentenkegel an das Ellipsoid 

legen. 

Diese Punkte heilsen die äufseren (vgl. Kugel), 

Sind also a = (x — Xj) etc. die Riehtungsfaktoren einer 

Tangente, so gilt die Formel 

;.,a^ + A2b^ + /3C^ = Aix2 + i2y^4-A3zJ— 1 

(Gleichung der Fläche in Strahlenkoordinaten.) 
Aufgabe 32. Die letzte Formel aus der Gleichung- 

der Tangentialebene, ohne den Potenzsatz abzuleiten. 

Die meisten Sätze bleiben für die Hyperboloide mit 

der durch das Zeichen der Ä nötigen Änderung bestehen. 
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§ 22. Das einschalige Hyperboloid. 

Seine Gleichung in der Hauptform ist 



1) 




A 




B 




C ~ 


= 1. 


Schreibt 


man 


sie 


in 


der Form 








X« 




y^ 




1 


z* 



ABC 

und wendet die Formel (a^ — b^) = (a -|- b) (a — b) an, so 
erhält man, wenn VA mit a etc. bezeichnet wird, 

(T + i)(T-i) = + T)0-T> 

Setzt man 



z 

c 



und 



^) T + i = "G-T>"(T-i)-' + 



z 



WO Q und a beliebige Parameter sind, so liegen sowohl 
alle Geraden, in welchen sich die zugeordneten 
Ebenen der Scharen 2), als auch alle Geraden, in 
welchen sich die entsprechenden Elemente der 
Scharen 3) schneiden, auf der Fläche. 

Das einschalige Hyperboloid gehört also zu 
den geradlinigen Flächen zweiter Ordnung und es 
gelten die Sätze des § 7. 

Aufgabe 1. Jede Gerade, welche auf einer Fläche 
liegt, gehört zu einer dieser beiden Scharen von Geraden. 
Die Gerade sei x = az-]- ß] j = yz-\-dy damit sie auf 
der Fläche liege, mufs nach Substitution in 1) die Koeffizienten 
von z^, z, und das konstante Glied verschwinden. Dies giebt 

U2 ^ 8 + K ^^ «21 «2 ^2. ^2 _- ^8 ^1 ^^ . 

ff — 2 7 — d -[- L a , y — 2 , 

<J'2 == — 1 

und die Beschränkung et ßl^~{-K^y d = 0, wo das Zeichen 

9* 
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einer der drei GrSfseu ßyö durch das der beiden andern 
beatimmt ist. Setzt man c = -^ — yQ )j so ist 

Alle Minnszeichen geben nnr ftlr q den Wert q'. 

Änfgabe 2. Die Aufgabe 1 in Stralilenkoordinatea 
xa IQsen. 



Die Ebenen b^der Doppelscharen sind onter sich pro- 
jektiv bezogen, wenn wir die Ebenen gleicher f bezw. 
gleicher a einander zuordnen; es kreuzen eich also (§ 7) 
die Schnittgeraden der Doppelschar 2) nnd ebenso die der 
Schar 'S), dagegen schneidet jede Graade der einen Scbar 
jede der andern, d. h. (Fig. 16): 

Durch jeden Punkt F des einschaligen Hyper- 
boloide gehen zwei reelle Geraden, je eine der 
beiden Seharen. 

Aufgabe 3. Diesen Satz direkt ans der Gleichung 
der Geraden in Strahlenkoordinaten zu erweisen. 
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Die Ebene durch die beiden Geraden der F^ in P ist 
dann die Tangentialebene in P, da jede Gerade ihre eigene 
Tangente ist 

Aufgabe 4. Diesen Satz dnrch Rechnung nachzu- 
weisen. 

Die Gleichung der Tangentialebene ist 

xx^ yy^ _ zz^ 

a^ b^ ~ c« ' 

in der sowohl die Gerade der Schar 2) 

(T-i)(x + ^) = (^ + T)0-T> 

als auch die Gerade der Schar 3), für welche 

liegt. Es ist 

G-\- Qia — ^ = c : z', : ^ = (c -f- z') : (c — z'), 

d. h. das Verhältnis der projektiven Doppelverhältnisse ist 

längs eines Parallelschnitts zur z- Ebene konstant. 

Aufgabe 5. Die Schnittgerade der Tangentialebene 

mit einer Symmetrieebene ist in Bezug auf den zugehörigen 

HauptschnJtt Polare, deren Pol die Projektion des Be- 

rtthrungspunktes auf die Symmetrieebene ist 

X x' z z'^ 
Z. B. für die y-Ebene ist die Schnittgerade — ^ + -r-^ 

a u 

= 1, und dies ist die Polare des Punktes x', 0, z', d. h. 

aber der Projektion 7t des Punktes P auf die y-Ebene. 

Der Satz gilt allgemein und liefert in 

Aufgabe 6. Die Konstruktion der Tangentialebene in P. 

Man projiziere (Fig. 17) P auf die y-Ebene in tc. Da 

x'* z'^ 

vermöge der Gleichung der Fläche — ä^ -| i^ > 1 ist, so 

a c 

fällt 7t auf serhalb der Schnittellipse — g- H — 2" "== ^j ^^^ ^^' 

a c 
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genannten Kehlellipse, und die Polare von n für diese 
Ellipse ist zugleich Chordale (Berührungssehne) ; daher zieht 
man von n an die Kehlellipse die Tangenten ny und iti 
und verbindet die Berührungspunkte y und 8 mit dem 
Punkte P, so sind Py und P(J die beiden Haupttangenten 
(§ 7) in P und yPd ist die Tangentialebene. 

Beim Ellipsoid fällt it in die Ellipse und die Polare 
schneidet nicht, aber die Ebene durch sie und P ist auch 
hier die Tangentialebene. 




Fig. 17. 



Alle Schnitte parallel der y- Ebene sind Ellipsen; hat 
die sehneidende Ebene die Gleichung 7 + ^ = ^7 ^^ ^* ^^^ 
Gleichung des Schnitts 

'2 ^2 



2 



a 



+ ^ = i + t:2=«' 



und da 6^1, so hat von der ganzen Schar ähnlicher 
Ellipsen die Kehlellipse die kleinste Fläche und Haupt- 
achsen, und nach beiden Seiten der y- Ebene nehmen die 
Schnittellipsen symmetrisch zu. (Fig. 18.) 

Die Endpunkte der Hauptachsen der Kehlellipse heifsen 
die Scheitel des Hyperboloids. 

Aufgabe 7. Die Schnitte parallel der x-Ebene zu 
untersuchen. 

»2 ^r2 



Der Hauptschnitt selbst ist —^ — -^ = 1, eine Hyperbel 



b 
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mit den Achsen c und b, ihre Haaptscheitel (£Ddpimkte 
der reellen Achse) liegea auf Scheiteln der Kehlellipae. 

Die Schnitte im Abstand +iJ sind ähnliche Hyperbeln 
mit den Gleichungen 

o*e' b'e' a* 

Da für die Hauptscheitel, so lange e reell, «* >• 0, 
ü ^ e c, y = 0, X = d, so gentigen sie der Gleichung der 



Fij. IS. 

Kehlellipse. Es liegen also die Hauptscheitel der Hyperbeln 
bis £=■-() auf der Kehlellipse und die Schnitte sind im 
eigentlichen Sinne dem Hauptsehnltt x = ähnlieh. Wenn 
5 ^ a ^ X, 80 wird die Schnittebene zur Tangentialen in 
den Scheiteln der Kehlellipse auf der x-Achse, die Hyperbel 
geht in die Asymptoten, das System der beiden Hanpt- 
tangenten, über. 

Wird I bezw. d^a, so werden die Schnitte der 
eum Haoptschnitt x adjungierten Hyperbel ähnlich 
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(im engeren Sinne, denn die adjongjerte ist der eigentlichen 
Hyperbel ähnlich mit imaginärem Ähnlichkeitsfaktor). Ihre 
Hanptscheitel liegen von da ab auf dem Hauptschnitt 
z = 0. 

Aufgabe 8. Die Schnitte parallel der z- Ebene zu 
untersuchen. 

Die Besultate sind den vorigen ganz analog. 

Aufgabe 9. Sind a' b' c' irgend drei konjugierte Halb- 
messer des Hyperboloids und P { x' irgend ein Punkt, der 
auf das System als Achse bezogen ist, so ist 



x'« 


y'* z'* X« 
b'» ' c« a« 


y* , z» 
b« + c» 



WO a b c die Hauptachsen. 

Aufgabe 10. Konstruiert man über drei konjugierten 
Durchmessern des Hyperboloids ein Parallelepipedon, so liegt 
die Gegenecke des Gentrums wieder auf der Fläche. 

Aufgabe 10a. Den Ort der andern Ecken zu be- 
stimmen. 

Aufgabe 11. Die Gleichung des Hyperboloids in 
Ebenenkoordinaten 

d* == a* u — b* V — c* w. 

Aufgabe 12. An das Hyperboloid zu einer gegebenen 
Ebene parallele Tangentialebenen zu legen. 

Im allgemeinen giebt es zwei, reell wenn d' > 0, d. h., 
wenn die Ebene ux-|-vy-j-wz-j-d = ist, wenn die 
Ebene den Asymptotenkegel in einer Hyperbel schneidet; 
eine, wenn sie ihn in einer Parabel schneidet, und keine 
wenn in einer Ellipse. 

Es folgt dies ohne alle Bechnung sofort aus der That- 
sache, dafs die Tangentialebene das System zweier Geraden 
d. h. eine Hyperbel ausschneidet und die Schnitte der Fläche 
und des Asymptotenkegels homothetische Kegelschnitte sind. 

Aufgabe 13. Den Asymptotenkegel zu untersuchen. 

2 2 2 

Die Gleichung ist^ — -J5- + -V = 0==K (s), d. h. 

a u c 

er ist ein elliptischer Kegel. Sein Schnitt durch eine Ebene, 

welche der y- Ebene im Abstand + d parallel ist, ist die 

Ellipse mit den Achsen a V s^ — 1, hVe^ — 1, d. h. aber^ 
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ihre Achsen sind kleiner als die der homothetischea Ellipse, 
in denen sie die Fläche F* schneidet^ d. h. der Asymptoten- 
kegel K (Fig. 19) liegt ganz innerhalb der Fläche. Anf 
der Fläche ist K (a) =^ 1, zwischen F* and K]>0, innerhalb 
K < 0, anfserhalb der Fläche F* igt K(83 > 1, denn wenn Q 
ein Punkt aufserbalb, so achneidet M Q die Fläche in P 
zwischen M nnd Q, es ist daher 

wo /*>1 und K(Q)-=|U»K(P)=|u'. 
Diese Beüehongen sind umkehrbar. 



Aufgabe 14. Wenn der Asymptotenkegel gleiehseitigr 
sind die Schnitte, welche ans der F* gleichseitige Hyperbeln 
ausschneiden, den Tangentialebenen des zum Asymptoten- 
kegel supplementären (s. § 19) parallel. 

Aufgabe 15. Die KreiBpnnkte der F^ 

Damit unsre Formeln § 18 S. 106 passen, mnfs Aj <^if 
d. h. c > a angenommen werden. Für den Radius des 

Schnittkreises haben wir dann r' ^ c* ( 1 + ^o „ |, woraus- 

V ' b^'a"/ 
ersichtlich, 1) dafs der kleinste Kreis seih Centrum 
im Mittelpunkt der Fläche hat, 2) dafs r nie wird, 
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also keine reellen Kreispunkte auf dem einschaligen 
Hyperboloid existieren. 

Aufgabe 16. Die Punkte der Fläche zu be- 
stimmeU; in denen die beiden Erzeugenden auf- 
'einander senkrecht stehen. (Orthogonal -Punkte) 
vgl. § 7. Die Kugel von Monge. Andere Lösung: Die 
Tangentialebene in diesem Punkte schneidet aus der F* 
eine gleichseitige Hyperbel, die in ihr Asymptotenpaar 
übergeht. Sie ist also einer der Tangentialebenen des 

x^ 

Kegels j^ > 1- . . = parallel. Nennen wir den Punkt 

der F^, etwa x' und den zugehörigen des Kegels §', so 
haben wir nach der Gleichung der Tangentialebene 

also ist der Ort der Punkte x' der Kegel 

Dieser Kegel ist für das EUipsoid imaginär. Multipliziert 
man die Gleichung der Fläche mit {k^ k^ ~\~ K K ~\~ K K) 
und subtrahiert F® und Ke, so erhält man die Gleichung 
der Kugel von Monge 

x'2 + y2 + z^ _ {i-^ + v^ + kr'] = 

oder für unsre F*: 

x^-f y^ + z« — (A — B + C) = 0. 

Die orthogonalen Punkte der F^ liegen auf dem 
Schnitt der Kugel K mit dem Kegel und dieser ist 
eine sphärische Hyperbel. 

Aufgabe 17. Ort der Centren aller gleichseitig-hyper- 
bolischen Schnitte der F^. 
Der Kegel Ke. 

Aufgabe 18. Wann existieren keine reellen Ortho- 
gonalpunkte auf dem einschaligen Hyperboloid? 

Wenn Ke imaginär ist; dies tritt ein, wenn B gröfser 
^Is A und gröfser als G ist, dann sind die Asymptotenwinkel 
beider hyperbolischen Hauptschnitte kleiner als 90^. 

Aufgabe 19. Wann ist die Kugel von Monge 
imaginär? 

Wenn B > A + C ist. 
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Hervorznhebeii ist, dafs in diesen beiden Fällen 
der Kegel Ke und die Kugel von Mouge für das 
zweiseh all ge Hyperboloid desselben Asymptoten- 
kegels reell sind. 



§ 23. Das zweischalige Hyperboloid. 
Das zweisehalige Hyperboloid sei 

a- b* ' c^ ' 
Es ist vom eiosehaligen unr durch das Zeichen des kon- 
stanten Gliedes anterschieden und man kann alle Rechnungen 
für beide gemeinsam machen, wenn man das konstante Glied 
Vi nefint. Dennoch ist die gestaltliche Verschiedenheit sehr 



Fig. 20. 

grofs. Wenn a, b, c dieselben Werte haben wie im vorigen 
Paragraphen, bleibt der Asymptotenkegel derselbe,, nur liegt 
er ganz aiifserhalb der Fläche (s. Fig. 20), denn sein 
Schnitt parallel der y-Ebene im Abstände +d ist die 

Ellipse — j- + — ^ = -j-i-, während der entsprechende der 
F' die Ellipse — ^ -\ — 5- = -j-ä — ^ 1 ist- Das einschalige 
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nnd zweischalige Hyperboloid mit gleichem Aeymptotenkeget 
nennt man a^ungiert (adjnngierte Hyperbeln). 

Aufgabe 1. Die Haaptschnitte parallel der y-Ebene. 

Der Hanptscbnitt y = giebt die ima^äre Ellipse mit 
den AchBen i a nnd i b, die Parallelechnitte bleiben ima^när 
bis ihr Abstand von y ^ den Wert + b erreicht. FBr 



diese beiden Schnittebenen, weiche Tangentialebenen sind, 
wird der Schnitt die Ellipse mit den Achsen a nnd c 0, 
d. h. er redoräert sich auf die Pnnkte x ^ 0, z = 0, y ^ + b. 
Diese beiden aasgezeichneten Pnnkte faeifÜen 
die Scheitel der Fläche. 
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Die Fläche besteht aus zwei von einander durch 
einen Streifen von der Breite 2b und parallel y = 
getrennten Stücken oder Schalen (Fig. 21). 

Die Schnittellipsen werden, wenn der absolute Betrag 
ihres Äbstandes beständig wächst, beständige gröfsere homo- 
thetische Ellipsen. 

Aufgabe 2. Die Schnitte parallel den Ebenen x = 0, 
z = 0, 

Der Hauptschnitt x = ist die Hyperbel 



* Z" 



'* «2 



1 



und die Parallelschnitte sind ähnliche Hyperbeln mit be- 
ständig wachsenden Achsen. Der Hauptschnitt z == ist 
die Hyperbel 



9 o 



a« 



Die Hauptscheitel der ersten Schar liegen auf 
dem, Haupts<)hnitt der zweiten Schar u. v. v. 

Die Nebenscheitel beider Scharen liegen auf 
dem imaginären Hauptschnitt y = 0. 

Da B des § 17 jedes Zeichen annehmen kann, so 
existieren Schnitte aller Arten, wie beim einschaligen Hjrper- 
boloid und die Bedingungen, da sie nur vom Asymptoten- 
kegel abhängen, sind dieselben. Damit unsre Formel § 18 
die reellen Ereisschnitte darstelle, mufs also auch hier 
c^>a^ sein, alsdann ist 

c«_a2 b- 



cos^ a 



a^ — b^ a^ 



Die Ereisschnitte sind also der absolut gröfseren der 
beiden negativen l bezw. imaginären Achsen parallel. 
Die Koordinaten der vier reellen Kireispunkte sind 

^i — ^r b-+a2 ' yi — ^ r b^+ä^' ^1 — ^; 

Xa = — Xi; y2 = — yi; Zg = 0; ^ = x^] y3 = — y^; Z3 = 0; 

x^ = x^; y^ = y^; z^ = 0. 

Aufgabe 4. Die Gleichung der Tangentialebene im 
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Punkte x' y' z' aofisiistellen und die imaginären Schnitt- 
geraden mit F^ 

a« "^ b^ c^ ~ ^' 

Aufgabe 5. Der Schnitt der Tangentialebene in P 
mit der y- Ebene ist die Polare des in Bezug auf die 
Projektion von P diametralen Punktes für die Ellipse a, c. 

Der zu P diametrale Punkt P' ist { — x', — y',' — z\ 

seine Projektion auf die y -Ebene ist { — x', — y' etc. 

Aufgabe 6. Die Tangentialebene in P zu konstruieren. 

Aufgabe 7. Tangentialebene von gegebener Stellung. 
Die Gleichung der F^ in Ebenenkoordinaten ist 

(ax + vy + wz)- = — a«u« + b-v« — c^w^ 

Dieselbe Betrachtung wie im vorigen Paragraphen ergiebt^ 
dafs es zwei giebt, wenn die Schnittebene den Asymptoten- 
kegel in einer Ellipse (Kegelschnitt mit imaginären Asymp- 
toten) schneidet, eine, wenn der Schnitt parabolisch, d. h. 
also wenn er einer Tangentialebene des Asymptotenkegels 
parallel, und keine, wenn der Schnitt des Kegels hyperbolisch. 

Aufgabe 8. Ein für alle F* ausnahmslos geltender 
xSatz: Die sämtlichen Sehnen einer Fläche zweiten 
Grades, welche in einem festen Punkt P ihre Mitte 
haben, liegen in einer der Polarebene dieses Punktes 
parallelen Ebene. 

Wir hatten § 5 Formel 14 P (s m) = P (s' s") (1 + A) 
und als Spezialfall P (m m) = G (m) = 2 P (s' s"), wo 

m j x' + x", . . ., 2 und s j s' -j- A, s", . . ., 1 + A? also wenn 

P(xyzl; '§r,^l) = G{m) 

d. h. die Ebene ist die Tangentialebene der homothetischen 
Fläche, welche durch P geht. 

Aufgabe 9. Der Schnitt zweier konzentrischen cen- 
tralen F^ liegt stets auf einem Kegel. 

(K — K') X** + . . . = 0. 
Aufgabe 10. Die reellen und imaginären Kreispunkte 
einer F'^ liegen zu je drei auf acht imaginären Geraden. 



VI. Abschnitt. 

Die Paraboloide. 



§ 24. Die Gleichungen der Flächen in der 

Hauptform. 

Wenn die Determinante A von G{b):^0, dagegen die 
des Asymptotenkegels a^^ = 0, war, so rückte die Spitze 
des Kegels, das Centmm der Fläche, ins Unendliche, der 
Kegel wurde zum Cylinder. 

Die Form G (s) der Fläche ist dann die Summe der 

Cylinderform C y { a^ x* -j- . . . a^^ wo a^^ = und der 
linearen oder Ebenen-Form 

E (s) { 2 a^^ X + 2 a^^ y + 2 aj,^ z. 

Der Cylinder kann elliptisch oder hyperbolisch seinf 
denn wäre er parabolisch, so wäre A = gegen die Voraus- 
setzung und G(s) ein parabolischer Cylinder. 

Transformiert man den Cylinder auf seine Hauptachsen 
nach § 34, und so, dafs wir wieder die Cylinderachse, d. h. 
die Gerade nach dem unendlich fernen Doppelpunkt zur 
z- Achse wählen, so wird 

G (s) = A, x^ + L y^ + E' (s). 

Verschiebt man den Ursprung nach dem Punkt 

i Aj Aj a 23 

so erhält man für G(s) die Gleichung 

1) G(8) = A,x« + i2y« + 2pz = 0, 

die Normalform der Paraboloide. 
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In dieser Gleichung sind zwei der Gestalt nach sehr 
verschiedene Flächen enthalten, je nachdem A^ und l^ gleiches 
oder entgegengesetztes Zeichen haben. Als Zeichen der X 
kann man im ersten Fall das -{-Zeichen wählen, p kann 
negativ gesetzt werden, denn wenn es sieh als positiv er- 
giebt, braucht man nur die Bichtungen auf der z- Achse zu 
vertauschen. Im zweiten Fall können wir annehmen, dafs 
X^ negativ sei; wir haben also entweder das elliptische 
Paraboloid: 

4.+-yi+2pz=o 

oder 

4-4 + 2pz=.0 

das hyperbolische Paraboloid. 

Die Gröfse p ist hier von der — 1. Dimension. 

Die z-Achse heifst die Achse der Paraboloide. 

Die Ebenen x = und y = sind Symmetrieebenen 
der Fläche. 

Aufgabe 1. Die Tangentialebene im Punkt P | x' zu 
bestimmen. 

Die homogene Form von 1) ist 

= -l^ Si + Ag si + 2 p Sa s^ = 

somit die Gleichung der Tangentialebene 

4) r = A,xx' + A,yy' + p(z + z') = 0, 

und dies ist für jeden beliebigen Punkt P die Gleichung 
seiner Polarebene. 

Aufgabe 2. Die Tangential- bezw. Polarebene von P 
schneidet die xz-Ebene in der Polaren der Parabel 
Aj X* -|- 2 p z ^ und des Punktes x', z', d. h. der Projektion 
von P, woraus sich die Konstruktion sofort ergiebt. 

Aufgabe 2a. Die Gleichung der Paraboloide in 
Ebenenkoordinaten. 

Ist die Ebene in allgemeiner Form gegeben, u, v, w, d, 
so mufs i^ x' n = u, A, y' n = v, n p = w, n z' p = d sein; 
hieraus oder auch direkt aus a^j^ = — AaP^ o^«a ^ — ^iP*? 
ttg^ = — Ij^k^ p, alle andern a = ergiebt sich 

5) pu^A + pv*B + 2wd = 0. 
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Der Bertthnmgspimkt dieser Ebenea wird bestimmt dureh 

6) x' = ^; y' = ^; z' = A. 

W W W 

Aufgabe 3. Ist w = 0, d. h. ist eine Ebene der 
Cylinderachse parallel, so rückt der Pol ins Un- 
endliche. 

Aufgabe 4. Das Verhalten der Flächen im Un- 
endlichen. 

Der Schnitt von G (s) mit der Ebene s^ = 0, der un- 
endlich fernen, ist das Gebilde Aj s? -|- ^2 ^2 = 0. Dieser 
Asymptotencylinder liefert also zwei Gerade, deren Pro- 
jektionen auf die z- Ebene die Gleichung 

liefert, und der^n Schnittpunkt x = 0, y = 0, z=oo der 
Doppelpunkt der Schnittkurve ist. Die Tangentialebene in 
diesem Punkt enthält, wie man aus der homogenen Form 
von T sieht, diese beiden Geraden, die Fläche wird also 
von der unendlich fernen Ebene in diesem Punkte 
berührt. Die Geraden selbst sind nur wenn Aj<;0 
d. h. beim hyperbolischen Paraboloid reelL 

Man sieht auch direkt ein, dafs für hinlänglich grofse 
Werte der Koordinaten, aber für Punkte, welche in be- 
stimmter Richtung liegen, d. h. so dafs die Verhältnisse 
X : y : z bestimmt sind, z^ gegen x^ und y* verschwindet, so 
dafs G(8) im Unendlichen mit seinem Asymptotencylinder 
^1 X® -|- Ag y® = c zusammenfällt. Bei der Wahl dieses 
Cylinders ist die Konstante c willkürlich, denn der Cylinder 
Jli X* -f- Aj y* = c fällt selbst im Unendlichen mit dem 
Gelinder X^ x* -f- A, y® = zusammen; es ist vielfach zweck- 
mäfsig, als Konstante von G(s) nicht zu wählen. 

Der Asymptotencylinder X^ x* -|- X,^ y* = zerfällt aber 

1 1 

wieder in die beiden Ebenen (A? x + Ag^ y) ^ 0, welche sich 

in der z- Achse schneiden, und schneidet daher die unendlich 

ferne Ebene in zwei Geraden, deren Schnittpunkt auf der 

z-Achse liegt. 

Aufgabe 5. Die Kugel von Monge für die Para- 
Jboloide. 

Nehmen wir u, v, w, d = — d als die Hesse'schen 

Simon, Anal. Geometrie der Fl&ohen xweiten Grades. JO 
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Koordiaaleii der drei zu je zwei normalen Bertthmnga- 
ebenen und addieren die drei Gleichungen 5), so erhalten wir 

p(A + B) — 2((5,w, + cJ,w, + cJ3W3) = 0. 

Es ist aber leicht zu zeigen, indem wir die drei 
Gleichungen dreier solcher Ebenen mit w^, w,, Wg mul- 
tiplizieren und uns erinnern, dafs Ui -f- Ug -|- ul = 1 etc., 
u,w^-f-^^8~l"^«W8=ö etc. Dafs dieSummed^w^ -|-... = 6 
nichts anderes ist als das z des gemeinsamen Punktes, also: 

Für die Paraboloide artet die Kugel von Monge 

in die der z-Ebene im Abstände -^(pA-|-pB) parallele 

Ebene aus. 

Aufgabe 6. Die Gleichung der Paraboloide in Strahlen- 
koordinaten. 

Aus der Gleichung des Berührungskegels 

p2(ss') = G(s)G(8') = 0' 
entnehmen wir sofort 

7) p«c« — AiA3C« + 2A,paB — 2A^pbA = 0, 

ein Strahlenkomplex zweiten Grades. 

Aufgabe 7. Wann ist der Tangentialkegel reell? 
Man hat für die Berührungspunkte 

A,x«-f A,y« + 2pz = 

A,xx' + A,yy' + p(z + z') = 

also durch Subtraktion 

AiXa + Agyb4-pc = 

wo a, b, c die Bichtungsfaktoren einer Tangente. Ist die 
Potenz des Punktes x' (d. h. der Spitze) gleich tt, so haben 
wir A^x'*4"^2y'* + 2pz'==^ und erhalten durch Sub- 
traktion ij x' a -|- ^"2 y' '^ + P ^ = — ^ ^"^d wieder durch 
Snbtraktion 

7a) \9?-^\h'' = 7t. 

Wenn \ und X^ entgegengesetzte Vorzeichen haben, sa 
ist diese Gleichung stets erfüllbar, wenn aber \ und l^ 
positiv sind, so ist sie ftLr negatives n nur durch imaginäre 
Werte von a oder b oder beiden erfüllbar, d. h. also 

An ein hyperbolisches Paraboloid läfst sich von 
jedem Punkt ein Tangentenkegel legen, an das 
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elliptische nur für die Paukte, für welche die 
Potenz positiv ist, diese nennen wir wie bei der 
Kugel äufsere Pankte. 

Aufgabe 8. Welche Fläche stellt die Gleichnng 7) dar? 

£inen Gy linder, der durch die Berührungsknrve geht, 
die Hauptachsen des Paraboloids hat, dem Cylinder 
X^ x^-\-X^y^ = l ähnlich ist und liegt, nur dafs die Haupt- 
cylinderachse durch die Spitze des Kegels geht. 

Aufgabe 9. Einem Paraboloid einen Cylinder umzu- 
schreiben. 

Aus Aufgabe 6 entnehmen wir unmittelbar die Gleichung 
des Gylinders, denn a, b, c sind die konstanten Koordinaten 
der unendlich fernen Spitze des Gylinders bezw. die 
Richtungsfaktoren der Gylinderkante. 

Die Berührungskurye hat die Gleichung k^xu. 
+ ^2y^ + P^ = ö> ^- ^' ^^^ ^®* ^®^ z-Ebene parallel. 

Aufgabe 10. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs 
man in der Tangentialebene jedes Punktes dieser Ebene 
eine Gerade von der Richtung a, b, c ziehen kann. 

Ist x^ ein Flächenpunkt dieser Ebene, so ist die 
Gleichung seiner Tangentialebene für x = Xj4-ra etc. 
identisch erfüllt. 

Aufgabe 11. Aus der Gleichung 4) Aufgabe 1 den 
Satz zu entnehmen: 

Liegen die Pole auf einer Parallelen zur 
Flächen-Achse, so sind die Polaren parallel. 

Diese Parallele heifst daher hier Durchmesser. 

Aufgabe 12. Die Umkehrung des Satzes durch 
Rechnung zu erweisen. 

Die Gleichungen 6) zeigen, dafs sich durch Änderung 
Yon d nur die z-Koordinate des Poles ändert; es gehört also 

zur Stellung u, v, w der Durchmesser x = — ~- ; y = — j-, 

Aufgabe 13. Die Formel 7 a) Aufgabe 7 aus dem 
Potenzsatz Aufgabe 11 § 4 abzuleiten. 

Aufgabe 14. Die Polarebene eines in der 
Richtung abc unendlich fernen Punktes ist parallel 
der Flächenachse. 



10* 
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§ 25. Ebene Schnitte der Paraboloide. 

Wenn wir das Paraboloid 6(8) durch eine Ebene 

E (») { b^g Sj -|- \s h + bgs s« + d s^ = schneiden, so legen 
wir wieder durch die Schnittkurve den Cylinder, dessen 
Achse auf E(s) senkrecht steht. Wir haben wieder 

Cy = G(s) + E(s)H(s) = 

und erhalten ftlr die Koeffizienten der Cylinderfonn 

aii = '^i + 2ubi8; a^, =bg3U + bi8 v; a88 = 2wb88; 

d. h. also genau dieselben Werte wie früher, nur dafs ^3 = 
ist. Mit dieser Änderung bleiben also die Rechnungen be- 
stehen. 

Aufgabe 1. Die Ebenen, welche aus einem 
Paraboloid gleichseitige Hyperbeln ausschneiden, 
sind den Tangentialebenen des Kegels 

^1 ^2 ^1 ~T~ ^a 

parallel. 

Aufgabe 2. Die Ebenen, welche aus einem 
Para,boloid Parabeln ausschneiden, sind der Achse 
der Fläche parallel. 

Aufgabe 3. Ist die Schnittebene einer der 
Achsen parallel, so ist die Nebenebene derselben 
Achse parallel. 

Aufgabe 4. Die Nebenebenen paralleler 
Ebenen sind parallel. 

Aufgabe 5. Die Stellung der Kreisschnitte an- 
zugeben. 

Wir haben 

1) eos^a = b!8= 2~ \ ? cos^ ß= 2 i ? 

cos^ y = 0; 



2) cos^a = 0; cos®/9 = — ^-^ — ^; cos^;' = ^^, 

3) cos^ a = ^ . y cos^ ß = ^\ cos^ y = ^. 
Wenn l^ negativ ist, d. h. für das hyperbolische 



§ 25. Ebene Schnitte der Paraboloide. 149 

Paraboloid sind alle Ereisschnittformen imaginär bis anf 
die erste, während für das elliptische nur diejenige Doppel- 
schaar reell ist, bei denen das gröfsere k im Kenner von 
cos y steht. Man kann annehmen, dafs ^^ <C ^a* 

Aufgabe 6. Die Schar 1) zu untersuchen. 

Die Schar 1) gehört, da ihre Ebenen der z- Achse 
parallel, zugleich zu den parabolischen Schnitten; der 
Widerspruch ist nur scheinbar, denn diese Ebenen schneiden 
Gerade aus, und diese Geraden können sowohl als Kreise 
mit dem Badius oo, wie als Parabeln mit dem Parameter 
betrachtet werden. 

Die Gleichung dieser Geraden wird gefanden als Schnitt 
der Ebene xb^ + 7 ^as + ^ = ^ ^^* ^^^ Ebene 



^VK — jV—i, 



2pz 



also giebt es eigentliche Kireisschnitte beim hyperbolischen 
Paraboloid überhaupt nicht. 

Aufgabe 7. Die Sätze in Aufgabe 1, 2, 5, 6, 7 durch 
Transformation der Koordinaten in die Schnittebene abzu- 
leiten. 

Aufgabe 8. Den Abstand der Kebenebene, den Radius 
des Schnitts, die Koordinaten des Gentrums zu bestimmen. 

Wir haben cos a = 0, setzen wir cos ß = ß und cos y=y, 
so mufs aus der Gleichung des Cylinders, wenn man das 
Kreuz der y-, z- Achsen um die x- Achse dreht, so dafs die 
neue y- Achse, die ?;- Achse, in die Cylinderachse fällt, ij 
herausfallen. Wir haben y = riß — ^y ; z = rjy -{-tß und 
erhalten 

A,x^ + A,e« + i?((J + 2d(v/9 + wy) + 2py) 
+ C(2d(w/9-vy) + 2p/?, 
oder: 

A,x« + A,S* + ^(<J + d(i,-i,) + 2py) 
4-2?(A,d/?y + p/?) + d<J = 0. 

Hieraus bestimmt sich: 

(J = -d(i,-A,)-2py 
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mid hieraus fllr die Koordinaten des Gentmms in den Eo** 
ordinaten x, y, z 



Aufgabe 9. Die Resultate in den Gleichungen durch 
Au%abe 7 zu kontrollieren. 

Aufgabe 10. Die Koordinaten des Centrums durch 
den Durchmesser, auf dem sie liegen, abzuleiten. 

Der zugehörige Durchmesser ist y == — -j-, x = 0, 

liegt also in der x- Ebene. 

Aufgabe 11. Die Kreispunkte des elliptischen 
Paraboloids zu bestimmen. 

Ftir das hyperbolische sind die Kreisschnitte, also auch 
die Kreispunkte imaginär, f tlr das andre wird r == 0, wenn 
das Centrum auf der Fläche liegt, d. h. also 

Die beiden Punkte, welche bei entgegengesetztem y in der 
x-Ebene liegen, liegen in gleichem Abstand von der z-Ebene. 
Aufgabe 12. Die Kreispunkte aus der Gleichung. 
dJ = ^ zu bestimmen. 

Aufgabe 13. Die Kreisschnitte mit Hilfe der Kugel 
als Spezialfläche zu bestimmen. 

Es ergiebt sich, da die Kugelform ftLr orthogonale 
Koordinatensysteme keine Produkte von Koordinaten ent- 
hält, dafs einer der Kichtungsfaktoren von E z. B. a == 
werden mufs; wir setzen 

yz = -(/?y + d); y«z^-0?y + d)^ = E(s)E'(s) = 

G(s) + EE' = A,x« + y^(i2— /?«) + y^z^ 

+ 2pz — 2/9yd — d« = 0, 
also 

hieraus 

h« A.- h^ ^ ^1 
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Aufgabe 14. Die Koordinaten des Gentmms der 
Kreise mittelst der Kugel zu bestimmen. 
Das Kugelcentrnm hat die Koordinaten 

femer für den Kugelradius 



Das Yom Kugeleentrum gefällte Lot hat die Gleiehung 
' = ^ und schneidet die Ebene ßy-\-yz-\-d = 

im Centmm des Schnittkreises. 

Aufgabe 15. Zu beweisen: zwei Schnitte je einer 
Schar liegen auf einer Kugel. 



VII. Abschnitt. 



Die Beyeschen Achsen der Paraboloide. 



§ 26. Die Reyeschen Achsen. 

Die Gleichung der Kormale ist, wenn x' der Be- 
rühnmgspnnkt 

X — x^ _ y — y^ _ % — 7! 

^ K^ Kf P 

und eben dies ist auch (vgl. § 7 S. 60) die Gleichung einer 

Reyeschen Achse mit dem Pol Pix'. Die Gleichung der 
konjugierten Ebene ist dann die der Polarebene, d. h. 
AjXx' -|- A^yy' -|-p (z-|-z') = 0. Es ist 1), wenn x' nicht 
auf der Fläche, die Gleichung der Normalen der homothetischen 
Fläche G (s) — ^ = 0, wenn wir mit 7t die Potenz des Poles 
in Bezug auf die gegebene Fläche bezeichnen j der Achsen- 
komplex ist also, wie bereits § 29 bewiesen, identisch mit 
dem Komplex der Kormalen der homothetischen Flächen- 
schar G(s) = k. 

Aufgabe 1. Die homothetische Schar eines 
Paraboloids besteht aus kongruenten Flächen. 

Die Gleichungen der gegebenen und eine ihr homo- 
thetische k werden identisch, wenn man den Ursprung in 

k 
der Flächen -(Cylinder-) Achse um —^ — verschiebt. Die 

ganze Schar dieser Flächen kann man also als vom 
unendlich fernen Punkt des Paraboloids (auf der 
z-Achse) durch Parallelstrahlen projiziert be- 
trachten. Dieser unendlich ferne Punkt tritt also in jeder 
Binsicht an Stelle des Centrums der Centralflächen; femer: 
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Der Achsenkomplex eines Paraboloids bleibt^ 
nngeändert, wenn man ihn in der Richtung der 
Flächenachse verschiebt. 

Aufgabe 2. Die Grnndbedingang der Achsen in 
Strahlenkoordinaten entweder direkt aus Aufgabe 3 § 7 
oder aus der Gleichung des Pols abzuleiten: 

2) a = AiX'; h = l^f] c = p; A = y'(p — A^z'); 
B = x'(A,z'-p); C = x'y'(A,-U 

indem man für x' = a : Aj und für y' setzt b : X^ 

Aufgabe 3. Aus 3) den Satz zu beweisen: 

Jede Parallele zur z-Achse ist Achse, für sie ist 

a = 0, b = 0, c = 0. 

Aufgabe 4. Die Gleichung 3) geometrisch zu 

interpretieren. 

_,.C Cc/AB\1. A 

Es ist -^r- = — i— = 1 — -t: I -n, aber t- 

ab abc V b a/ C b 

ist die Strecke, welche die Projektion der Geraden auf die 

x-Ebene von der z-Achse abschneidet; — die entsprechende 

Strecke für die y- Ebene, und da C = p, so heilst unsre 
Bedingung 3): 

Die Differenz der Abschnitte, welche die Pro- 
jektionen einer Achse auf die beiden Symmetrie- 
ebenen in der z-Achse bilden, ist konstant und 
gleich p(a2_^2). 

Aufgabe 5. Mit Ausnahme der beiden andern Haupt- 
achsen und der ihnen parallelen steht keine Achse auf der 
Flächenachse z senkrecht. 

Aufgabe 6. Aus der geometrischen Bedeutung von 
3) folgt geometrisch, alle parallen Achsen liegen in einer 
Ebene; den Satz durch Rechnung zu beweisen (vgl. § 7 
Aufgabe 8), es ist hier A — A' == — p (z' — z") etc. 
C — C = 0, die Ebene ist also der z-Achse parallel. 

Aufgabe 7. Die Pole aller parallelen Achsen liegen 
auf einer Geraden. 

Aufgabe 8. Die Projektion einer Achse auf 
die z-Ebene ist wieder eine Achse. 
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Aufgabe 9. Die reziproke Polare einer Achse a..A. 
Wir finden 

^ CA, ^^ Ck^ _ z 



— Ag b l^SL ab (ig — kj) * 

Aufgabe 10. Die reziproken Polaren einer Schar 
paralleler Achsen bilden selbst eine Schar paralleler Achsen 
und ihre Ebene ist die Polarebene des in der ursprünglichen 
Achsenrichtung unendlich fernen Punktes. 

Aufgabe 11. Den Pol auf der reziproken Polare 
einer gegebenen Achse, den reziproken Pol, zu bestimmen. 

2 3 

Wir finden f'x' = - • r/'v' — - 

wir linden §x ^^(^^_^^) ,VJ - A,(i,_Aj' 

dagegen bleibt die Relation § 7 Aufgabe 14 für ^' nicht 
gültig. 

Aufgabe 12. Die Schar mit F homothetischer Flächen 
besitzen auf den identischen Achsen auch identische Pole. 
Die Fufspunkte dagegen variieren, denn die Polarebenen 
desselben Pols bilden eine Schar paralleler Ebenen. 

Es ist vorteilhaft von einer beliebigen der Schar aus- 
zugehen und dagegen mit p zu dividieren, wodurch die 
Gröfsen A, und X^ von der — 1. Dimension werden, also 
die Gleichung der Schar wird 

A,x« + Ä2y« + 2z = K 

und die der Polarebene wird A, x' x -f- ^a y' y + (z + z') = K. 
Dagegen geht in die Gleichung des Pols die Eonstante K 
nicht ein. 

Aufgabe 13. Die Fufspunkte auf einer Achse a, A 
zu bestimmen. 

Wir haben X£=x' — AjX^p; y£ = y' — A^y'^; Zf==z' — ^ 
wo p = G (x') : a* -{- b* -)- c* = G (x') : n* und erhalten 

jr, = .C+b(K-^ + ^); 
zt = &B — hA4-K — -^ — —. 
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Aufgabe 14. Die Gleichnng der Polarebene in den 
Koordinaten der Achse aaszndrtlcken. 

4) ax + by + z = K-^ |. = K--i- + A 

Die Bedingung 3) sagt aus, dafs alle Paraboloide 
koaxial; für welche -y- = -y- konstant ist, also ist das 

Schema einer solchen Schar, wenn -t- = 1 

^) f + T+7r + '^ = ^ 

eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit; unter ihnen bilden 
diejenigen, für die [i dieselben Werte hat und auch 1^ un- 
verändert bleibt, also nur K variiert, d. h. die homothetischen 
eine einfach unendliche Menge, dadurch charakterisiert, dafs 
sie koaxial und konpolar sind; eine zweite einfach unendliche 
Schar bilden diejenigen, für welche K — li = c^, K — 1^ = c^ 
ist, ihr Schema ist 

«> -fTTT + VH^ + '' = "' 

sie heifsen konfokal und sind koaxial und konnormal, d. h. 
dieselbe Gerade ist für alle Achse und besitzt für alle 
dieselbe zur Achse normale Polarebene. 

Aufgabe 15. Jede Gerade einer der beiden Symmetrie- 
ebenen ist Achse für alle Flächen F^, welche dieselben 
Symmetrieebenen haben. 

Es ist für eine Gerade der x- Ebene a = und = 0. 
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Wir haben die Achsenkoordinaten spezialisiert, indem 
wir c = p bezw. gleich 1 setzen; lassen wir sie allgemein, 
so haben wir für c zu setzen z — ^, wo f den festen Punkt 

S { 1 1/ f bezeichnet, dann giebt 3), wenn wir die Konstante 
Ij — 1^, welche für alle koaxialen Flächen unveränderlich 
ist, mit X bezeichnen, C(z — ^ = abx oder als Gleichung 
des Achsenkegels 

7) (xij-yD(z-0 + x(x-§)(y-i?) = 0. 
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Der AchseDkegel ist also yom zweiten Grade 
und für alle koaxialen Flächen identisch. 

Aufgabe 1. Jeder Achsenkegel enthält die drei 
parallelen zu den Hauptachsen des Paraboloids 
durch die Spitze. 

Der Kegel ist also wieder gleichseitig. 
Aufgabe 2. Die Hauptachsengleichung des Achsen- 
kegels. 

Verlegt man den Ursprung in die Spitze, so hat man 
sofort 

{xrj — yg) z — xxy = = 2xxy — 2xzi;-j-2yz§ = 

und da a^^ = a^g = agg = 0, a^^ = — ^% a^^ = — lyS 
ttgg = — x^, so ergiebt sich 

Es ist dies die wohlbekannte in algebraischen Problemen 
(vgl. auch Teil 1) so oft vorkommende Gleichung und man 
sieht (vgl. Lampe, Geom. Aufgaben zu den kubischen 
Gleichungen): 

Die Hauptachsen jedes Achsenkegels sind den 
Radien des Umkreises der drei Dreiecke pro- 
portional, für welche die Kosinus der Winkel sich 
verhalten wie ^irjix bezw. deren Centrum von den 
Seiten die Abstände |, 17, x hat. 

Aufgabe 3. Für welche Punkte zerfällt der Achsen- 
kegel? Wenn | = oder 1; = (oder beides), d. h. also für 
die Punkte der beiden Symmetrieebenen. Die eine 
Ebene ist dann die Symmetrieebene, die andere auf ihr 
senkrecht. 

Aufgabe 4. Wann zerfällt der Achsenkegel für 
jeden Punkt? 

Wenn x = ist, d.h. wenn die F® ein Rotations- 
paraboloid, die eine Ebene ist dann auf der Rotations- 
achse z senkrecht, die andere ihr parallel. 

Aufgabe 5. Ort der Pole des Achsenkegels? 
Wir haben für die Pole x die Gleichungen der Cylinder 

^ = ^ = z_C„ndde.Ke^l7,. D» Kejel 

hat mit jedem der Cylinder je eine Parallele zu den Haupt- 
achsen der F* durch S {§ijC gemeinsam, welche nicht auf 
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den andern Gylindem liegen, also dem Ort nicht angehören; 
der Ort ist also eine Raumknrve dritten Grades, 
deren Projektionen auf die Koordinatenebenen Hyperbeln 
sind, deren Asymptoten den Achsen der F^ parallel sind, 
also gleichseitig. (Hyperbeln des ApoUonius). 

Aufgabe 6. Ort der Pole für einen Punkt auf der 
Symmetrieebene, z. B. rj = 0. 

Für die Achsen in der Symmetrieebene i; = ist es 
die Hyperbel x — § = AjX(z — Q; für die Achsen in der 

I 1 

Ebene |z— xx = die Gerade x — g= , z — ^ = 



Aufgabe 7. Wieviel Normalen eines Paraboloids gehen 
durch einen Punkt? 

Die Raumkurve der Pole, zu denen die Fufspunkte ge- 
hören, schneidet die Fläche in sechs Punkten, aber da zu 
diesen Schnittpunkten und Fufspunkten stets der unendlich 
ferne der Fläche gehört, so bleiben generaliter nur fünf, 
welche ihren Fufspunkt im Endlichen auf der Fläche haben. 

Aufgabe 8. Formiere die Gleichung, von der die 
Fufspunkte der Normalen durch einen gegebenen Punkt x 
abhängen. 

Wir haben 



oder 



^1 1 Kv 



S 



also, da §ij? auf der Fläche, 

iL x2 I V^ 



Dies ist für % eine Gleichung fünften Grades. 

Aufgabe 9. Der Ort der Fufspunkte der Achsen des 
Achsenkegels. 

Wir haben in den allgemeinen Strahlenkoordinaten der 
Achse für die Polarebene 

8) xa + yb + zc + c(la + B:a) = 0, 

wo die Konstante auch gleich c (1^— A : b) ist und die Gleichung 

7) Cc = abx 



158 ^^' ^^ Beyeschen Achsen der Paraboloide. 

und hierin für a zu setzen § — x, für A = y^ — zij, 
B = z| — xS, C = (xij — y§) bezw. für a „x — ?", för 
C dann y| — xi;. 

Wir erhalten also für den Ort den Schnitt der Fläche 
dritten Grades 8) und des Kegels 7), eine Eaumkurve 
sechsten Grades; aber 8) und 7) verschwinden für c = 
und a = 0, d. h. für die Gerade x = ^, z = C, und in der 
zweiten Form der Eonstante für y = i?, z = C» Diese Gerade 
gehört also nicht zum Ort und derselbe reduziert sich 
auf eine Raumkurve fünften Grades. 

Aufgabe 10, Für wieviel Achsen ist ein gegebener 
Punkt X der Fufspunkt? 

Wir haben nach Aufgabe 8, wenn x' der Pol ist und 
X der Fufspunkt, 

x' = x:(1 + Ait); y' = y:(l + A2T); z' = z — t 
und bestimmen aus der Gleichung der Polarebene t durch 






bezw. 



1 -f- A^ T ' 1 -f- Ag T 



9) T^ + x^ + s^ — = 0. 

Das ist aber wieder (vgl. 6) die Gleichung des kon- 
fokalen Systems und bestimmt für t drei Werte, die drei 
Achsen stehen wieder aufeinander senkrecht und wir haben 
den Satz 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei auf- 
einander normale Achsen, für die er der Fufspunkt ist 

Daraus folgt, dafs die Raumkurve der Fufspunkte in 
der Spitze des Achsenkegels einen dreifachen Punkt hat 

Aufgabe 11. Was wird aus der Fufspunkten- 
kurve, wenn die Spitze S in einer Symmetrieebene 
liegt? 

Ist z. B. 1^ = 0, so zerfällt der Achsenkegel in die 
Ebenen y = und §(z — Q==x(x — §). Wir haben als 
Ort der Fufspunkte der Achsen in y = sofort, da y = 0, 
b = 0, B = x^ — y§ ist, die Kurve dritten Grades 

a (xa -f zc) 4- c (lg a -f- B) = 0^ 
welche im Punkte S einen Doppelpunkt hat. 
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Für die Achsen der Ebene | (z — Q = x (x — ^ ist 
A : b = — ^; b = y und 8) geht ttber in 

10) x(x-|) + y^ + z(z-O + c(l, + O = 0. 

Die Fläche 8) ist in diesem Falle eine Kugel 
und der Ort als Schnitt einer Kugel und der Ebene 
ein Kreis, der durch S hindurchgeht und die y-Ebene zur 
Symmetrieebene hat. Der Badius der Kugel wird gegeben 
durch J.2 i2 

und die Konstruktion der Achsen des Herrn Schilke bleibt 
auch für die Paraboloide. 

Aufgabe 12. Der Schnittpunkt einer Achse mit 
einer Symmetrieebene und die Schnittgerade einer 
Polare mit ihr sind wieder Pol und Polare in Bezug 
auf einen in der Ebene liegenden festen Kegelschnitt 

Für den Schnittpunkt einer Achse des Pols x' haben 
wir für y = 0, x. = A^ x' x, Zg = z' — 1^, die Schnittgerade 

ist L -j- z -j- z^ -|- 1^ = 0. Verschieben wir den Ursprung 

auf der z- Achse so, dafs das neue z, es sei Z, gleich 
z -)- ^ I2, so ist die Gerade x Xß -f- >t (Z -f- Z,) = 0, und dies 
ist die Polare der Parabel x* -[- 2 x Z := 0. Ebenso finden 
wir für den Schnitt mit der Ebeiie x = : yg = — A« y' x, 
z. = z' — \ und — y yg+ » (z -)- z' -f- Ij) = 0. Verschieben 
wir den Ursprung nach dem Punkt z = — ^Ij, so haben 
wir Pol und Polare für die Parabel y® — 2xZ = 0. Diese 
beiden kongruenten Parabeln heifsen wieder die 
Fokalkurven der Paraboloids. Jeder ihrer Punkte 
heifst ein Fokalpunkt, die Brennpunkte der Parabeln 
selbst die Hauptbrennpunkte. 



§ 28. Die Fokaleigenschaften der Paraboloide. 

Aufgabe 1. Die Schar 

besitzt dieselben beiden Fokalparabeln (Aufigabe 14 § 19). 
Daher heifst sie konfokal. 
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VIT. Die Beyeschen Achsen der Paraboloide. 




Fig. 22. 



Aufgabe 2. Der Brennpunkt der einen Fokalparabel 
ist der Scheitel der andern. 

Das Koordinatensystem ist 
gegen die sonstige Lage nm 
90^ gedreht. Demnach hat also 
die Parabel in der y- Ebene 
die Parabel -Achse nach links 
gerichtet, und die Parabel in 
der X -Ebene die Achse im 
(positiven) rechten Zweig der 
z -Achse. 

Aufgabe 3. Was wird 

aus den Fokalparabeln, wenn 

die ursprüngliche Fläche ein 

Eotationsparaboloid ? 

Dann besteht die ganze Schar aus Eotationsparaboloiden, 

und die Fokalparabeln arten je in den linken und rechten 

Strahl der z- Achse aus; die beiden Hauptbrennpunkte fallen 

in den Brennpunkt der Meridianparabel zusammen. 

Aufgabe 4. Die Schnittkurven der Schar 1) mit einer 
der beiden Symmetrieebenen bilden eine Schar konfokaler 
Parabeln. 

Aufgabe 5. Die Ebene, welche im Berührungs- 
punkte einer Tangente der Fokalkurve auf der 
Tangente senkrecht steht, schneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegelschnitten, deren einer 
Brennpunkt der Berührungspunkt ist. 

Beweis wörtlich wie Aufgabe 2 § 20, ganz analog ist 
die Bechnung. 

Aufgabe 6. Die Gleichung der Fokalkegel. 

Vgl. § 20 Aufgabe 4 für den Kegel über der Fokal- 

-C . A' 



linie in y = ist y' = 0, x' = 
also haben wir 



z = 



^ = ij—V)y 



a) 



M_|l)!_2(zi?-yö(y-i?) + (y-,^)M, = 



and ebenso für den Kegel in x=:0 

(xjj — ly)« 



b) 



1 



-2(z|-iÖ(i-§) + (x-|)M, = 0. 



2 
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Liegt P in der Ebene i? = 0, so reduziert sich a) auf 

y^r ,_, +2^4-1^^ = 0, d. h. auf die Doppelebene 

j = und ist wieder für jeden Punkt auf der Fokalparabel 
an sich unbestimmt; Herr Staude, der die Theorie der 
Fokaleigenschaften der F^ gegeben hat, sieht auch hier 
wieder das ebene Strahlenbüschel als Fokalkegel des Punktes 
der Fokalkurve an. 

Aufgabe 7. Die Hauptachsen der Fokalkegel 
sind die drei Reyeschen Achsen, deren Fufspunkt 
die Spitze ist. (Staude.) 

Aufgabe 8. Die Flächen der konfokalen Schar zu 
klassifizieren. 

Der konstituierenden Gleichung geben wir die Form 

») T^ + T;^ + 2z + . = 0, 

wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit annehmen^ 
1) 1^ ^ lg, 2) Ij > 0. r laufe von — oo bis -j- «> 

1) T = — 00. Es mufs in homogenen Koordinaten 

2zQ^'{-r8l = sein, also So = 0, die Fläche reduziert 
sich auf die (doppelte) unendlich ferne Ebene. 

2) T zwischen — oo und 1^ ; beide Hauptachsen > 0, 
elliptische Paraboloide, und zwar liegen dieselben ganz 
nach der negativen Seite der z- Achse (in der Figur links). 

3) T = l^. Um einen Sinn für a) zu erhalten, mufs 
j==0 gesetzt werden; wir haben also die Doppelebene 
y = und in ihr die Fokalparabel, der sich die links- 
elliptischen Paraboloide von allen Seiten her von innen 
nähern. Wir sind aber ebenso berechtigt, ^ = 1^ zu der 
folgenden Klasse zu zählen. 

4) l2^^<Cli? da die Achse X^ negativ, so giebt dies 
hyperbolische Flächen; als Grenzfall nehmen wir die 
Ebene y = 0, so weit sie aufserhalb der Fokalparabel liegt. 

5) T = Ij ; das Aufsere der rechten Fokalparabel, wenn 
wir die Fläche x^ = noch zu den Hyperboloiden , das 
innere, wenn wir sie zur folgenden Ellasse rechnen. 

6) Ij^r-^oo Elliptische Paraboloide, bei der die 
Achsenrichtung der z -Achse für reelle Punkte umgekehrt 
Jiegt, nur rechts Elliptische. 

7) T = -)- 00, die unendlich ferne Ebene. 

Simon, Anal. Geometrie der Fl&ohen zweiten ftritdes. j^j[ 
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Aufgabe 9. Der nnendlich ferne Punkt de» 
Paraboloids F* ist der ganzen konfokalen Schar 
gemeinsam (denn sie sind koaxial und konnormal); 
auch rechnerisch, in homogener Form ist s^ = 0, 83 = 0^ 
8^ = eine Lösung jeder Flächengleichnng 6 (s) = 0. 

Aufgabe 10. Die ganze Schar zerfällt in zwei 
kongruente Hälften, so dafs für zwei entsprechende sich 
die grofse und kleine Achse vertauschen, sowie die positive 
Richtung der z- Achse. 

Sollte \ — T = Ig — r^ sein, so wären die Paraboloide 
nicht kongruent, wohl aber, wenn man 1^ — t = — ^-\-t^ 
setzt, T -[- ^1 = li + 12 ; und indem man die x- und y- Achse 

vertauscht, und für z einführt z' = — z ^ T" ^ geht die 

Fläche t' in die Fläche r über. 

Die linke Hälfte umfafst die links Elliptischen F® und 

1 4-1 
die Hyperbolischen zwischen t = \^ und t= ^ ' ^ , die 

1 4-1« 

rechte die Hyperbolischen für die t zwischen ^ ^ und I, 

und die rechts Elliptischen. Sich selbst entspricht da& 

Paraboloid t= ^ i ^ ; es hat den Punkt, der in der 

reduzierten Form A^ x^ 4" ^2 7 ^ 4" 2 z = der Nullpunkt ist, 
den Scheitel, gerade in der Mitte zwischen beiden Haupt-^ 
brennpunkten; die Scheitel je zweier kongruenter Flächen 
liegen symmetrisch zu dieser Mitte. 

Aufgabe 11. Durch jeden Punkt, der nicht auf 
einer Symmetrieebene liegt, geht von jeder Schar 
je eine Fläche. 

Die linke Seite der Gleichung a) als Funktion von t 
betrachtet ist — 00 für r gleich — 00, ist für t gleich lg — ^ , 
wo € äÄifserst klein 4* ^o, ist — 00 für ^ 4" ^ ^^^ 4" ^ ^^^ 
1^ — €j und — 00 für li 4" ^ u°^ 4" ^ ^^^ "^ gleich 4" ^r 
also liegt eine reelle Wurzel zwischen — 00 und U, 
eine zweite zwischen 1^ und 1^, eine dritte zwischen 
1^ und -\-oo, 

Aufgabe 12. Die drei konfokalen Paraboloide des- 
selben Punktes schneiden sich normal. 

Beweis wie Aufgabe 10 § 20. 
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Man kann grade, wie man elliptische Koordinaten ein- 
führt, auch die drei Werte von t als parabolische Koordinaten 
einführen. Während aber die elliptischen sich für höhere 
Mechanik und mathematische Physik als unentbehrliches 
Hilfsmittel entwickelt haben, sind die parabolischen bisher 
wenig verwertet worden. Wir verweisen für sie auf das 
oft erwähnte Werk von Staude. 

Aufgabe 13. Die rechte Fokalparabel schneidet die 
linken, die linke Fokalparabel die rechten elliptischen 
Flächen in den Kreispunkten. 

Aufgabe 14. Zusammenhang der parabolischen mit 
den kartesischen Koordinaten. 

Aufgabe 15. Satz von Staude (Analogie der 
Dupinschen Sätze). 

Für alle Punkte der einen Fokalparabel ist 
die Differenz der Abstände von zwei festen 
Punkten der andern konstant. 

Aufgabe 16. Die koaxiale (einfach unendliche) Schar 

x^ V* 

— H ^ + 2z = 

zu betrachten. Diese Schar ist zuerst von Eobert Burg 
(z. Z. in Frankfurt a. M.) im ßeyeschen Seminar 1889 
behandelt, und es fanden sich dort den St au de sehen sehr 
ähnliche Betrachtungen über die Grenzfalle, die Schar 
besitzt kongruente Fokalparabeln, aber nicht die- 
selben Brennpunkte. 

Aufgabe 17. Satz von Burg: Schneiden sich 
zwei Paraboloide der Schar (ein Elliptisches und ein 
Hyperbolisches), so besteht die Schnittkurve aus zwei 
Parabeln, deren Ebenen sich in der gemeinsamen 
Flächenachse schneiden. 
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Das Elliptische Paraboloid (Fig. 23) habe die 
Gleichung 

1) _ + ^_2z==0, 

wo li > lg > 0. Die Fläche hat die Symmetrieebenen 

11* 
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X ^ 0, in der die Fokalparabel a liegt, und y = 0, in der 
die Fokalparabel b liegt. Die z-Ebene ist Tangentiale im 
Soheitei S j 0, 0, 0. Die Schnitte parallel z = sind 
Shnliclie Ellipsen mit stets wachsenden Achsen (Fig. 23), 
deren Centren auf der Fläcbenachse liegen. Der Hanpt- 
sohnitt y^O igt die Parabel x*^2zl^, deren Achse 



Fig. 2S. 

die Flächenaehse , deren Scheitel S ist, deren Brennpunkt 
einer der Hauptbrennpunkte ist. Der Hauptsehnitt x ^ 
ist die Parabel y* = 21jZ, deren Scheitel ebenfalls S ist, 
deren Brennpunkt der andere Hanptbrennpnnkt ist. 

Die Schnitte parallel der y-Ebene sind kongruent dem 
Schnitt der y-Ebene, also verschiebt sich die Parabel des 
HauptBChnittB parallel; ebenso sind die Schnitte parallel 
der X- Ebene dem Hanptschnitt kongruent, also (Fig. 24): 
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Das elliptische Paraboloid wird erzeugt durch 
eine Parabel, deren Scheitel sich auf einer festen 




Parabel so bewegt, dafs die Achsen parallel und 
gleichgerichtet sind, die Ebenen der festen und 
beweglichen Parabel aufeinander senkrecht ateben^ 



1^6 VH. Die Bejeacheu Achsen der P&taboloide. 

DQd die Ebene der beweglichen sich parallel rer- 
schiebt. 

Das Elliptische Fwaboloid kann als im Unendlichen 
■ loBsen angesehen werden, da der Punkt x = 0, y = 0, 
- 00 der einzige reelle Punkt im UneDdliohen ist. Schon 
daraus folgt, dafs hyperbolische Schnitte nicht existieren, 
and dals pwabolische der z-Acbse parallel sein müssen. 

Die ElreisBchnitte sind der x-Ächse parallel, also senk- 
recht anf der x-Ebene, liegen symmetrisch za den beiden 
andern Achsen, und schliefseD mit der z-Ebene Winke l ein 

bestimmt durch cos ;* = -J" K i ^^^ cos ß' — — y ^. 
Die zugehßrigeD Ereispnnkte haben die Koordinaten 

s = o, y^ + Vi TÖT^r 2 z = (i,-i,) 

und x = 0, y^ — f 13(1,-1,), 2z = 1,-1,. 
Das hyperbolische Paraboloid hat die Gleichung 

Die Schnitte mit den Hauptebenen x ^ und y ^ 
sind Parabeln x* = 21, z, y^^ — SI^z, d. h. die Achsen 
der Parabeln liegen entgegengesetzt, ihre Brennpunkte sind 
die Hanptbrennpnnkte, sie berühren sieh im Scheitel S. 



Aulgabe 1. Die Fläche wird erzeugt wie das elliptische 
Paraboloid, nur dafs die Achsen der festen und der beweg- 
lichen Parabel entgegengesetzt gerichtet sind (Fig. 25). 
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Aufgabe 2. Der Schnitt z = ist die in ihre Asymp- 
toten zerfallende Hyperbel 

(f7T) = « = (T+i)(T-i) = ^". 

^0 a = lf, b=:lj und g„{-l + |. = 0, ho{^-|-=^0. 

Aufgabe 3. Die Gleichung der Fläche, wenn g^ zur 
^- Achse, h^ zur ij- Achse gewählt wird und die z- Achse bleibt 

/a^ + b* a"^b' /a* + b« a b' 
also 

3) 2§i? = z(l, + l,). 

Aufgabe 4. Die Schnitte der Fläche parallel zur 
z- Ebene sind Hyperbeln, deren Asymptoten g und h parallel 
sind. Die Hyperbeln sind gleichseitig, wenn Ij = 1« (in 
der Achsengleichung k^-^l^ = 0)j dann heifst die Fläche 
gleichseitig. 

Aufgabe 5. Der Schnitt der Fläche durch eine Ebene, 
welche der z- Achse nicht parallel ist, ist eine Hyperbel. 
(Achsengleichung des Schnitts). 

Aufgabe 6. Die Geraden auf der Fläche. 

Setzt man ^^ g = 2Q; Qh = z 

2) g = (Tz; ah = 2 

wo Q und a zwei willkürliche Parameter sind, so liegen 
sowohl die Geraden, in denen sich die Ebenen der 
Schar 1) schneiden, als die, in denen sich die Ebenen 
der Schar 2) schneiden, auf der Fläche. Umgekehrt 
folgt, dafs jede Gerade, welche auf der Fläche liegt, zu 
einer der beiden Scharen gehört, und zwar ohne Mühe, 
wenn man die Gerade bestimmt durch den Punkt, in dem 
«ie die z- Ebene schneidet, und ihre Richtungsfaktoren. 

Das h}rperbolische Paraboloid gehört also zu den gerad- 
linigen Flächen (s. Fig. 26), die Ebenen jeder Schar sind 
nnter sich durch die gleichen Parameter projektiv bezogen, 
«s kreuzen sich also die Geraden jeder Schar unter sich, 
während jede Gerade der einen Schar jede Gerade der 
andern schneidet. 

Durch jedenPunkt derFläche gehen zweiGerade. 
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Anf^abe 7. Die PiojektioDeD der Geraden der Schar 1) 
auf die z-Ebene sind alle parallel der Geraden g„, die der 
Geraden der Schar 2) alle parallel der Geradeo h^. 

Aufgabe 8. Die Ebenen za beBtimnien, welche ans 
der Fläche nor eine Gerade ausschneiden. Es mufs b,g = 0, 

bja^ ■ j sein, es sind also die Ebenen der Schar 

i + i = 2,nnd„(i-i) = -2. 



Aufgabe 9. Dnrch einen Funkt F der Fläche eine 
Ebene dieser Schar zn legen. 

Man projiziert F anf die z<Ebene in P', zieht durch 
F' zn g„ bezw. h„ die Parallele g' bezw. h' und legt durch 
F' und g' bezw. P' und h' die Ebene. Die eine schneidet 
aus der Fläche die Gerade g der Schar 1), die andre äie 
Gerade h der Schar 2). 
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Aufgabe 10. Da jede Gerade ihre eigne Tangente 
ist, 80 ist die Ebene durch g und h die Tangentiale, es soll 
dies durch Keehntmg gezeigt werden. 

Änfgabe 11. Die Tangentialebene in P durch die 
Linie g nnd h zu konstmieren. 

Da die Gerade g ganz in der zur z-Ebene normalen 



Ebene h^^ — ^PQ !•*?* ^^^ ^^^ Ebene z:=0 im 

Punkte — — ^ ^ 0, d. h. au 

a b ' 
die Konstruktion (s. Fig. 27). 



b " 
Punkte K ^ "^f ^■^- ""^ ^1 schneidet, so ergiebt sich. 



Fälle von P auf die Ebene z = das Lot P P', ziehe- 
durch PP' die Parallele g', zu g^ schneidet h^, in A, so ist 
AP die Gerade g; entsprechend wird h konstruiert. 

Aufgabe 12. Wann artet die Sclmittparabel durch 
eiue FaraJlele zur z-Ebene in eine Gerade aus? 

Ftlr die Ebenen — + -^ = c. 
a — b 

Aufgabe 13. Wann stehen g und h aufeinander 
senkrecht? 

Wenn die gleichseitigen Hyperbeln, welche eine Ebenen- 
Bchar, die beiden parallel ist, ausschneidet, in ihre Asymp- 
toten Übergeht. 

Diese Ebenensehar sind deu Tangentialebenen des Kegels 

-7 j- -^ 1- . ^^ ■ — = parallel; es mufs also eine Tan- 
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gentialebene der Fläche F* in einem solchen Orthogonal- 

pnnkte P { x' einer Tangentialebene dieses Kegels parallel 
sein im Punkte q^'. Die Richtungsfaktoren müssen pro- 
portional sein. Das giebt 

A, Aj 

4ilso nach Division mit k^X^ 

X® V* 



Die Orthogonalpunkte eines hyperbolischen 
Paraboloids liegen auf dem Asymptotencylinder 
mit der Eonstante 1^ — lg. 

Die Orthogonalpunkte eines hyperbolischen 

Paraboloids liegen auf der Ebene z = — ( ^ o )? 

Ebene von Monge. Die Orthogonalpunkte bilden 
die Hyperbel 

Ist das Hyperboloid gleichseitig, so liegt die 
Hyperbel in der Ebene z = und ist das Asymptoten- 
paar goh^. Die Hyperbel selbst ist dann gleichseitig. 

Die Ebene der Orthogonalhyperbel ist für alle 
koaxialen Paraboloide konstant, und die Hyperbel be- 
hält ihre Bedeutung und Lage auch für die elliptischen 

x* v^ 
Paraboloide, nur geht sie in die imaginäre Ellipse ^j — |- "^ 



+ 1^ -f 1^ = über. ' 

X* y2 

Jeder Punkt des Cylinders -:j -, \-\ — l^^O 

ist Centrum eines gleichseitig hyperbolischen 
Schnitts des hyperbolischen Paraboloids. Für 
die gleichseitige Fläche geht dieser Cylinder 
in den Asymptotencylinder über. 

Der Cylinder bleibt für die homothetische 
Schar unverändert. 

Aufgabe 14. Ort der Orthogonalhyperbeln für die 
homothetische Schar. 
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Aufgabe 15. Ort dieser Hyperbeln für die konfokale 
Schar 



Wir setzen ^=^z — -^, haben dann für die Hyperbel^ 

da für sie ^ = — ( ^ ^ j =— ist, ^ = 2z-f->^j also 
die Fläche dritten Grades, Orthogonalfläche 



1^ — 2z — X lg — 2z — X 

Aufgabe 16. Was wird aus dieser Fläche, wenn das 
Paraboloid gleichseitig? 

Aufgabe 17. Den Schnitt der Orthogonalfläche mit 
einem bestimmten Gliede der Schar zu untersuchen. 

Schaffen wir die Nenner weg und benennen 2z-|-x 
mit ^, so findet man mühelos, wenn die Fläche dann f (xy f) 
^genannt wird und die F^ qp(xy^) 

f-r/) = (^-0(x^ + y^-Sk + n), 

wo n =: — (1^ — fi) (lg — i^O + ^ (\i + 1« — f^) is*- ^^so : 
1) der Schnitt ist wie a priori klar, die betreffende 
orthogonale Hyperbel, 2) geht durch den Schnitt das 
Rotationsparaboloid x* -[- y* — ^k -f- n = 0. 



vm. Abschnitt. 

Die Kubatur der Flächisn zweiten Grades. 



§ 30. Die Kubatur der centralen Fläche. 

Die Kubatur der F* wird meist auf die Simpson sehe, 
richtiger Newton-Cotessche Regel gegründet. Die Ab- 
leitung der Kegel ist aber nicht einfacher als £e direkte Kubatur. 

Wir zerschneiden die Körper durch Parallelschnitte zu 
einer Hauptebene in Schichten, die, wenn die Schnitte hin- 
länglich dicht aufeinander folgen, als Cylinder betrachtet 
werden können. Sei die Fläche das EUipsoid 

a^ ^ b« ^ c« ~ 

Die Grundfläche sei der Hauptschnitt z = 0, parallel 
zu ihm legen wir den Schnitt z = h, teilen h in n gleiche 
Teile, legen durch die Teilpunkte Parallelen zur z- Ebene, 
lassen n über jedes Mafs wachsen, dann weicht die Schicht 
von dem Cylinder, dessen Grundfläche der Schnitt und dessen 

Höhe — ist, nur um eine in Bezug auf die Schicht selbst 

verschwindend kleine Gröfse ab. Wir können also die 
Körperzone zwischen z =: und z = h als Summe der 
Cylinder ansehen. Die k-te Cylinderschicht hat zur Grund- 

h*k* 

i/ h^k* / h®k*\ 

b r 1 5— 5-j ihr Inhalt ist also ab tt I 1 =—5- 1 

^ c*n* ' \ c*n* / 

(h*k*\ h 
1 2— r) — '^^ ^® Zone: 

^ v'^^'h k^h« , , / h^ ^k^\ 
Zh = ab7r5; 5— 8- = ba7irh I 1 ä^Jt^— fI- 
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Die letzte Summe ist, wie aus der Volumberechnung 
der Pyramide in der elementaren Stereometrie bekannt, wenn 
n über jedes Mafs grofs ist, gleich -^^ also 



1) Z, = ab7rh(l-^) 



Also: Für die Zone des EUipsoids gilt dieselbe Formel 
wie für das Volumen der Eugelzone, abgesehen 
von der Verschiedenheit der Achsen. 

Ist h = c, so erhält man für das halbe Ellipsoid | a b c tt 
und für das ganze 

2) E = |abC7r. 

Wie man beides auch hätte aus der affinen Verwandtschaft 
zwischen Kugel und Ellipsoid unmittelbar herleiten k(hinen 
Als Aufgabe 1. 

Aufgabe 2. Die Zone des einschaligen Hyperboloids 
zwischen der Kehlellipse und einer Parallelebene zu ihr im 
Abstände h. 

Dieselbe Methode giebt 



3) Zh = ac7rh(l + -gp-). 



Aufgabe 3. Das Stück des einschaligen Hyperboloids 
zwischen Eehlellipse und einer Parallele im Abstände der 
Achse ist gleich dem Ellipsoid mit denselben Achsen. 

Aufgabe 4. Für das zweischalige Hyperboloid die 
Kappe zwischen y = b und y = b + h zu berechnen, wenn 
seine Gleichung 

y® x^ z* 



b« a^ c« 

hk 

Der Schnitt in der Höhe h-\ hat zum Inhalt 

' n 

/2hk , k«h^\ 

^^=^^^v-bir + ^^; 

vnd die Schicht ist |-ik, also 

nnd wenn h = b 

5) K = |abc7r 
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also aach die Kappe des Hyperboloids mit zwei Schalen von 
der Höhe der positiven Achse ist gleich dem Ellipsoid, das 
dem absoluten Betrage Dach dieselben Achsen hat. 

Aufgabe 5. Die Kappe des Ellipsoids zwischen y =^ h 
und y :^ h zu berechnen. 

Durch SabtraktioD des EalbelUpsoide und der Zone er- 
hält man, wenn b — h = d gesetzt wird 

also dieselbe Formel wie für die Kugel und vom Hyper- 
boloid nur durch das Zeichen verschieden. 

Aufgabe 7. Die Formeln aus der gemeinsamen Form 
Jl, x^ -(- . . ^ 1 abzuleiten. 



Hj. SS. 

Aufgabe 8. Den Sektor des Ellipsoids, begrenzt von 
der Fläche der Kappe und den Vektoren vom Centrum nach den 
Punkten der die Kappe abschneidenden Ellipse, zu berechnen. 

Er besteht aus dem Kegel mit der Höhe h, der auf der 
Ellipse steht, und der Kappe, ist also ^hg4-K,^^hg 
+ ^E — Zj„ also 

7) S, = §ab?rd, 

wenn d die Dicke der Kappe. Für die Kugel ist die ent- 
Bpreehende Formel von Arehimedes | a . a ji d. Beide Formeln 
werden identisch, wenn man die Fläche f des zur Kappe 
gehörigen Hauptechnitts einführt, nämlich 

8) S, = ^ f d. 
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Aufgabe 9. Der Sektor des zweischaligen Hyperboloids 
(Fig. 28). 

Er ist gleich dem Kegel, der auf der Grundellipse der 
Fläche steht, vermindert um die Kappe 

9a) Sh==-3ac7rh. 

Nennt man den Inhalt der Ellipse, in welcher der 
Asymptotenkegel die Tangentialebene im Scheitel S schneidet 
f, so ist f=aC7r und 

9b) Sh = -i f d. 

Aufgabe 10. Den Raum, der von der Kappe de& 
zweischaligen Hyperboloids übrig bleibt, wenn man sie durch 
den innem Kegel mit dem Scheitel S, der auf der Schnitt- 
ellipse steht, aushöhlt. 

T^ f^rh* 
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Das elliptische Paraboloid schneiden wir (Fig. 23) durch 
eine Ebene parallel zur Tangentialebene im Scheitel. Wir 

X* y2 

nehmen die Gleichung 1- -^ = 2 z. 

a 

Das durch die Ebene z=:h abgeschnittene Stück ist 
eine Kappe, die Schnittfläche selbst eine Ellipse, deren In- 
halt VsL b . TT 2 h ist. 

Aufgabe 1. Den Inhalt der Kappe auszuwerten. 

Die Methode wie in Aufgabe 1 des vor. Paragraphen giebt 

11) Kp = /äb.h2 7r. 

Aufgabe 2. Die Kappe des elliptischen Paraboloids 
ist die Hälfte des Cylinders, der ihre Grenzellipse auf die 
Tangentialebene im Scheitel projiziert. 

Aufgabe 3. Den Sattel zwischen den Ebenen 
x = und x = h und der Fläche des hyperbolischen 

X* v^ 

Paraboloids ^ = 2z. 

a b 

Man legt (Fig. 29) einen Schnitt parallel der Ebene x = 

im Abstände x = h. Der Querschnitt ist das Stück der Parabel 

v« h^ h*b 

Z^ = _2z + — oder y2 = — 2zb + ^5^-^ = 2br, wo 
Da a 
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J = — z + -|— , welche» znm Wert des £ für z = gehört, 

ä. h. zu i^o = -n — , also seine Fläche 

4.2h« -l/T 

alflo, wenn mao das Sehnittsystem parallel g durch die Teil- 

punkte von h legt, Vi, = -;r y j- und 

'^ "' 3 a ' a n* 



12) 



3a'a4 ßa'^a" 



Aufgabe 4. Der Sattel des hyperbolischen 
Paraboloids, welcher durch einen Parallelschnitt 
zur x-Ebene abgeschnitten wird, ist j des Cylinders, 
welcher die Oienzparabel auf die Tangentialebene 
projiziert. 

Znm Soblnfs machen wir auf die Modelle von Martin 
Schilling in GOttingen aufmerkfiam, der zum Gebrauch der 
Studierenden billige Modelle der Flächen zweiter Ordnung 
hergestellt hat. 

UKinii t ^«BMi, WltttilMri. 
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Soeben erschien 



Elemente der Sfereometrie 

von 
Prof. ]>r. GustaT Holzmthller. 

I. Band : Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis broschiert Mk. 6. — , gebunden Mk. 6.60. 

II. Band: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10. — , gebunden 
Mk. 10.80. 

III. (Schluss-) Band erscheint voraussichtlich im Herbst 1901. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar** ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Ana- 
lysis und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie 
ausgeschlossen bleiben, während die synthetische neuere 
Geometrie in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen 
wird, soweit es die Methoden der darstellenden Geometrie 
erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt ver- 
wendet worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist 
ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue 
Stereometrie weit über das übliche Ziel hinaus, giebt neben 
den Lehrsätzen umfangreiches Obungsmaterial, betont die 
Konstruktion und die Berechnung gleichmässig und wird 
somit an Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl 

von keinem der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 



Ausführliche Prospekte imberechnet und postfrei. 
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Kleine Celifäaeii der matbemaiik 

aus der ^^fSammlnng Oftsehen^^. 
Jedes Bändchen elegant gebunden 80 Pfennig. 

Arithmetik und Algrebra von Professor Dr. Hermann Schubert. 

Belspiel-Saminlungr zur Arithmetik und Algebra von Prof. 
Dr. Hermann Schubert. 

Ebene Geometrie mit 115 zweifarbigen Figuren von Prof 
G. Mahler. 

Ebene and sphttrisehe Trigrouometrie mit 69 ein- und zwei- 
farbigen Figuren von Dr. Gerhard Hessenberg. 

Stereometrie mit 44 Figuren von Dr. Glaser. 

Niedere Analysis mit 6 Figuren von Dr. Benedikt Sporer. 

YierstelUgre Lograrithmeu von Prof. Dr. Hermann Schubert. 
In zweifarbigem Druck. 

Analytische Geometrie der Ebene mit 45 Figuren von Prof. 
Dr. M. Simon. 

Analytische Geometrie des Baumes mit 28 Abbildungen 
von Professor Dr. M. Simon. 

Höhere Analysis I: Differentialreehnuug mit 63 Figuren 
von Prof. Dr. Friedr. Junker. 

HSIiere Analysis II: lutegrralrechnuugr mit 87 Figuren von 
Prof. Dr. Friedr. Junker. 

ProjektiTC Geometrie in synthetischer Behandlung mit 
57 Figuren von Dr. K. Doehlemann. 

Formelsammluug und Repetitorium der Mathematik mit 

20 Figuren von Prof. Bürklen. 

Mathematische Geographie zusammenhängend entwickelt 
und mit geordneten Denkübungen versehen von Kurt 
Geissler. 

Geodäsie mit 66 Abbildungen von Prot. Dr. C. Reinhertz. 

Astronomie mit 36 Abbildungen und einer Karte von Prof. 
Dr. Walter F. Wislicenus. 

Astropliysik mit ii Abildungen von Professor Dr. Walter 
F. Wislicenus. 



